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1 Imi¦ i nazwisko

Kamil Korzekwa

2 Dyplomy i stopnie naukowe

� Doktorat z Fizyki � Grudzie«, 2016
Uniwersytet: Imperial College London, Wielka Brytania
Promotorzy: Dr David Jennings, Prof. Terry Rudolph
Rozprawa doktorska: Quantum coherence, thermodynamics and uncertainty relations

� Magister z Fizyki � Wrzesie«, 2013
Uniwersytet: Imperial College London, Wielka Brytania
Promotorzy: Dr David Jennings, Prof. Terry Rudolph
Praca magisterska: Resource Theory of Asymmetry

� Magister z Fizyki (specjalno±¢: Nanoin»ynieria) � Lipiec, 2012
Uniwersytet: Politechnika Wrocªawska, Polska
Promotor: Prof. Paweª Machnikowski
Praca magisterska: Magnetooptical Kerr e�ect and resonant spin ampli�cation

� Licencjat z Fizyki � Lipiec, 2010
Uniwersytet: Politechnika Wrocªawska, Polska
Promotor: Prof. Paweª Machnikowski

3 Dotychczasowe zatrudnienie w jednostkach naukowych

� Kierownik grupy badawczej (Adiunkt naukowy) � Pa¹dziernik, 2019 - do teraz
Grupa Kwantowych Zasobów
Wydziaª Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej
Uniwersytet Jagiello«ski, Polska

� Sta»ysta podoktorski (Adiunkt naukowy) � Czerwiec, 2019 - Grudzie«, 2019
Grupa Nowych Kwantowych Zasobów
Mi¦dzynarodowe Centrum Teorii Technologii Kwantowych
Uniwersytet Gda«ski, Polska

� Sta»ysta podoktorski (Adiunkt naukowy) � Stycze«, 2017 - Maj, 2019
Quantum Science Group
School of Physics
University of Sydney, Australia

4 Omówienie osi¡gni¦¢

4.1 Formalne okre±lenie osi¡gni¦¢

Osi¡gni¦cia, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wy»szym i nauce, dane s¡ przez cykl powi¡zanych ze sob¡ artykuªów naukowych pt.

Optymalizacja przetwarzania informacji kwantowej w obecno±ci wi¦zów.

Cykl ten skªada si¦ z nast¦puj¡cych 15 prac:

1. [H15] Optimizing thermalizations
Kamil Korzekwa, Matteo Lostaglio
Phys. Rev. Lett. 129, 040602 (2022) [arXiv:2202.12616]
Liczba stron: 6+3, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 8.385
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https://spiral.imperial.ac.uk/bitstream/10044/1/43343/1/Korzekwa-K-2016-PhD-Thesis.pdf
http://kamilkorzekwa.com/theses/mres_thesis.pdf
http://kamilkorzekwa.com/theses/msci_thesis.pdf
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.129.040602
https://arxiv.org/abs/2202.12616


2. [H14] Continuous thermomajorization and a complete set of laws for Markovian thermal processes
Matteo Lostaglio, Kamil Korzekwa
Phys. Rev. A 106, 012426 (2022) [arXiv:2111.12130]
Liczba stron: 18, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

3. [H13] Encoding classical information into quantum resources
Kamil Korzekwa, Zbigniew Puchaªa, Marco Tomamichel, Karol �yczkowski
IEEE Trans. Inf. Theory 68, 4518 (2022) [arXiv:1911.12373]
Liczba stron: 13, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 2.501

4. [H12] Fluctuation-dissipation relations for thermodynamic distillation processes
Tanmoy Biswas, A. de Oliveira Junior, Michaª Horodecki, Kamil Korzekwa
Phys. Rev. E 105, 054127 (2022) [arXiv:2105.11759]
Liczba stron: 30, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 2.296

5. [H11] Algebraic and geometric structures inside the Birkho� polytope
Grzegorz Rajchel-Mieldzio¢, Kamil Korzekwa, Zbigniew Puchaªa, Karol �yczkowski
J. Math. Phys. 63, 012202 (2022) [arXiv:2101.11288]
Liczba stron: 18, Punktacja ministerialna: 70, Impact factor: 1.488

6. [H10] Dephasing superchannels
Zbigniew Puchaªa, Kamil Korzekwa, Roberto Salazar, Paweª Horodecki, Karol �yczkowski
Phys. Rev. A 104, 052611 (2021) [arXiv:2107.06585]
Liczba stron: 12, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

7. [H9] Quantum advantage in simulating stochastic processes
Kamil Korzekwa, Matteo Lostaglio
Phys. Rev. X 11, 021019 (2021) [arXiv:2005.02403]
Liczba stron: 20, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 12.577

8. [H8] Robustness of Noether's principle: Maximal disconnects between conservation laws and symmetries
in quantum theory
Cristina Cîrstoiu, Kamil Korzekwa, David Jennings
Phys. Rev. X 10, 041035 (2020) [arXiv:1908.04254]
Liczba stron: 41, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 12.577

9. [H7] Distinguishing classically indistinguishable states and channels
Kamil Korzekwa, Stanisªaw Czachórski, Zbigniew Puchaªa, Karol �yczkowski
J. Phys. A: Math. Theor. 52, 475303 (2019) [arXiv:1812.09083]
Liczba stron: 43, Punktacja ministerialna: 70, Impact factor: 2.110

10. [H6] Avoiding irreversibility: engineering resonant conversions of quantum resources
Kamil Korzekwa, Christopher T. Chubb, Marco Tomamichel
Phys. Rev. Lett. 122, 110403 (2019) [arXiv:1810.02366]
Liczba stron: 6+1, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 8.385

11. [H5] Moderate deviation analysis of majorisation-based resource interconversion
Christopher T. Chubb, Marco Tomamichel, Kamil Korzekwa
Phys. Rev. A 99, 032332 (2019) [arXiv:1809.07778]
Liczba stron: 14, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

12. [H4] Beyond the thermodynamic limit: �nite-size corrections to state interconversion rates
Christopher T. Chubb, Marco Tomamichel, Kamil Korzekwa
Quantum 2, 108 (2018) [arXiv:1711.01193]
Liczba stron: 32, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 5.381

13. [H3] Coherifying quantum channels
Kamil Korzekwa, Stanisªaw Czachórski, Zbigniew Puchaªa, Karol �yczkowski
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http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.106.012426
https://arxiv.org/abs/2111.12130
http://dx.doi.org/10.1109/TIT.2022.3157440
https://arxiv.org/abs/1911.12373
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.105.054127
https://arxiv.org/abs/2105.11759
http://dx.doi.org/10.1063/5.0046581
https://arxiv.org/abs/2101.11288
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.104.052611
https://arxiv.org/abs/2107.06585
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021019
https://arxiv.org/abs/2005.02403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevX.10.041035
https://arxiv.org/abs/1908.04254
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8121/ab30f7
https://arxiv.org/abs/1812.09083
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.110403
https://arxiv.org/abs/1810.02366
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.99.032332
https://arxiv.org/abs/1809.07778
http://dx.doi.org/10.22331/q-2018-11-27-108
https://arxiv.org/abs/1711.01193


New J. Phys. 20, 043028 (2018) [arXiv:1710.04228]
Liczba stron: 27, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 3.539

14. [H2] Markovian evolution of quantum coherence under symmetric dynamics
Matteo Lostaglio, Kamil Korzekwa, Antony Milne
Phys. Rev. A 96, 032109 (2017) [arXiv:1703.01826]
Liczba stron: 20, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

15. [H1] Structure of the thermodynamic arrow of time in classical and quantum theories
Kamil Korzekwa
Phys. Rev. A 95, 052318 (2017) [arXiv:1609.05910]
Liczba stron: 13, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

Innym znacz¡cym osi¡gni¦ciem naukowym jest stworzenie i prowadzenie Grupy Badawczej Kwantowych
Zasobów, zaªo»onej na Uniwersytecie Jagiello«skim w styczniu 2020 i skªadaj¡cej si¦ z lidera grupy, trzech
sta»ystów podoktorskich i jednego doktoranta. Podczas pierwszych 2.5 roku dziaªalno±ci, czªonkowie grupy
opublikowali 16 artykuªów w czasopismach naukowych (oraz 3 preprinty w serwisie arXiv, które aktualnie
s¡ w recenzji), a tak»e wygªosili 22 wykªady i zaprezentowali 9 plakatów na konferencjach i seminariach.
Dokªadne szczegóªy dotycz¡ce pracy grupy mo»na znale¹¢ na jej o�cjalnej stronie quantum-resources.com.

4.2 Przegl¡d cyklu Optymalizacja przetwarzania informacji kwantowej w obec-

no±ci wi¦zów

4.2.1 Wst¦p

Zadaniem �zyki jest opisywanie naszej rzeczywisto±ci poprzez odró»nienie zdarze«, które mog¡ si¦ wydarzy¢,
od tych, które s¡ niemo»liwe. W pewnym sensie mo»emy my±le¢ o prawach �zyki jako wi¦zach ograniczaj¡cych
niesko«czony zbiór mo»liwo±ci do jednej prawdziwej rzeczywisto±ci. Na przykªad prawo powszechnego ci¡»enia
ogranicza mo»liwe ruchy obiektów: je±li upu±cimy piªk¦ na Ziemi, to spadnie ona na dóª, a nie odleci w stron¦
Ksi¦»yca. Poprzez odkrywanie i studiowanie fundamentalnych wi¦zów, takich jak zasada zachowania energii
(energia nie mo»e pojawi¢ si¦ znik¡d) czy istnienie ostatecznej bariery szybko±ci (nic nie mo»e porusza¢ si¦
szybciej ni» ±wiatªo w pró»ni), pogª¦biamy nasze rozumienie ±wiata, co z kolei pozwala nam przewidywa¢
przyszªo±¢ i wnioskowa¢ o przeszªo±ci bazuj¡c na tera¹niejszo±ci.

Ale by poszerzy¢ to rozumienie, niekoniecznie musimy skupia¢ si¦ na poszukiwaniu fundamentalnych
wi¦zów, mo»emy tak»e zaj¡¢ si¦ caªkiem praktycznymi ograniczeniami. Najlepszym przykªadem s¡ tu XIX-
wieczne próby zaprojektowania optymalnego silnika cieplnego. Celem �zyków byªo wtedy skonstruowanie
najbardziej wydajnej maszyny wykonuj¡cej prac¦ mechaniczn¡, wi¦zem natomiast to, »e jedynym ¹ródªem
jej energii miaªo by¢ ciepªo. Mimo i» problem ten wydaje si¦ by¢ bardzo szczególny i brak mu widocznej
uniwersalno±ci, to jego rozwi¡zanie daªo ludzko±ci wgl¡d w natur¦ rzeczywisto±ci w postaci drugiego prawa
termodynamiki, tak fundamentalnego, »e Eddington powiedziaª kiedy± [1]:

�Je±li kto± wytknie Ci, »e Twoja teoria wszech±wiata stoi w sprzeczno±ci z równaniami Ma-
xwella � tym gorzej dla równa« Maxwella. Je±li oka»e si¦, »e jest w sprzeczno±ci z obserwacjami
� có», eksperymentatorzy czasem partacz¡ swoj¡ robot¦. Ale je±li Twoja teoria oka»e si¦ prze-
czy¢ drugiemu prawu termodynamiki, nie daj¦ Ci »adnej nadziei; nie pozostaje jej nic innego ni»
przepa±¢ w najwi¦kszym upokorzeniu.�

Istotnym jest tu fakt, i» pierwsze rygorystyczne sformuªowania drugiej zasady termodynamiki, przez
Clausiusa w 1850 i Kelvina w 1851, byªy wprost wyra»one jako wi¦zy na mo»liwe procesy �zyczne [2].
Pierwszy z nich napisaª:

�Nie istniej¡ procesy termodynamiczne, których jedynym efektem jest przepªyw ciepªa z zim-
niejszego do cieplejszego rezerwuaru�,

drugi natomiast sformuªowaª to nast¦puj¡co:

�Nie istniej¡ procesy termodynamiczne, których jedynym efektem jest caªkowita zamiana ciepªa
pobranego z rezerwuaru w prac¦.�
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http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/aaaff3
https://arxiv.org/abs/1710.04228
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.96.032109
https://arxiv.org/abs/1703.01826
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.95.052318
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Du»o pó¹niej, na koniec XX wieku, badania nad komunikacj¡ w obecno±ci wi¦zów pozwoliªy �zykom roz-
ja±ni¢ jeden z najbardziej tajemniczych aspektów �zyki � zjawisko kwantowego spl¡tania [3]. Do tego czasu,
te silne i niewytªumaczalne klasycznie korelacje pomi¦dzy rozdzielonymi obiektami, które prze±ladowaªy Ein-
steina (nazywaª spl¡tanie �upiornym dziaªaniem na odlegªo±¢�), mogªy by¢ badane tylko w sposób jako±ciowy,
poniewa» standardowy formalizm mechaniki kwantowej nie dawaª �zykom recepty na kwanty�kacj¦ spl¡tania.
By rozwi¡za¢ ten problem, autorzy przeªomowej pracy [4] zdecydowali si¦ zbada¢, w jaki sposób dwucz¡st-
kowy ukªad kwantowy mo»e by¢ przetworzony przez dwie rozdzielone od siebie strony, przy wi¦zach lokalnych
operacji (ka»da strona mo»e dowolnie przetwarza¢ swoj¡ cz¦±¢ dwucz¡stkowego ukªadu) i klasycznej komu-
nikacji (strony mog¡ mi¦dzy sob¡ wymienia¢ dowoln¡ liczb¦ klasycznych bitów). Poniewa» takie operacje
LOCC (z ang. local operations and classical communication) nie s¡ w stanie wytworzy¢ spl¡tania, pozwoliªo
to na cz¦±ciowe uporz¡dkowanie dwucz¡stkowych stanów kwantowych ze wzgl¦du na moc ich spl¡tania1: stan
ψ, który mo»e zosta¢ przetransformowany w φ za pomoc¡ operacji LOCC musi by¢ bardziej spl¡tany ni» φ.
Te rozwa»ania pozwoliªy na wprowadzenie ilo±ciowych miar spl¡tania i zmieniªy nasze rozumienie tego zja-
wiska kwantowego. Kiedy± traktowane jako abstrakcyjny koncept, spl¡tanie staªo si¦ mierzalnym obiektem,
np. �zycy mog¡ obecnie wyliczy¢ ile spl¡tania (mierzonego w ebitach) jest w danym stanie kwantowym, albo
ile spl¡tania potrzeba by wykona¢ dany protokóª, taki jak np. kwantowa teleportacja [6, 7].

Badania podobnych problemów z wi¦zami okazaªy si¦ by¢ owocne nie tylko w kwestii spl¡tania, ale tak»e
w caªej nowopowstaj¡cej gaª¦zi �zyki znanej jako teoria kwantowej informacji. Od dawna wiedziano, »e
informatyka i �zyka s¡ ze sob¡ subtelnie powi¡zane: poczynaj¡c od idei demona Maxwella (który u»ywa
informacji by zmniejszy¢ entropi¦ [8]), przez eksperyment my±lowy z silnikiem Szilarda (który zamienia in-
formacj¦ na prac¦ mechaniczn¡ [9]), a» do zasady Landauera (która ustala doln¡ granic¦ na ilo±¢ energii
potrzebn¡ do wykasowania bitu informacji [10]). Sytuacja skomplikowaªa si¦ jeszcze bardziej, gdy naukowcy
zacz¦li rozwa»a¢ konsekwencje tego, »e ukªady �zyczne, które s¡ no±nikami informacji, powinny przestrze-
ga¢ praw mechaniki kwantowej. Podstawowe cegieªki skªadowe informacji � bity, które mog¡ przyjmowa¢
jedn¡ z dwóch warto±ci 0 lub 1 � musz¡ wtedy zosta¢ zast¡pione kubitami (z ang. qubit od quantum bit),
które mog¡ by¢ w dowolnej kwantowej superpozycji 0 i 1 (a tak»e ró»ne kubity mog¡ by¢ ze sob¡ nawza-
jem spl¡tane). Jednocze±nie, rozwój kwantowych protokoªów kryptogra�cznych (takich jak BB84 [11] czy
E91 [12]) oraz algorytmów kwantowych (jak algorytm faktoryzacji Shora [13] czy algorytm przeszukiwania
Grovera [14]) jasno wskazuj¡, »e ten nowy kwantowy sposób przetwarzania informacji mo»e mie¢ znacz¡c¡
przewag¦ w stosunku do istniej¡cych klasycznych metod. W zwi¡zku z tym, pojawiªo si¦ zapotrzebowanie
na nowy formalizm matematyczny, który pozwoliªby na ilo±ciowe badanie potencjalnych korzy±ci pªyn¡cych
z kwantowo±ci natury.

4.2.2 Motywacja i cele naukowe

Od ponad dekady naukowcy na caªym ±wiecie rozwijaj¡ taki formalizm pod nazw¡ kwantowej teorii zaso-
bów [15, 16]. Prace w cykluOptymalizacja kwantowego przetwarzania informacji w obecno±ci wi¦zów znacz¡co
przyczyniaj¡ si¦ do tych wysiªków, samemu cyklowi za± przy±wiecaj¡ te same cele:

� Zrozumie¢, które skªadniki (koherencja, spl¡tanie, itp.) i w jakich warunkach (ograniczenie do lokalnych
operacji, ograniczony dost¦p do energii, itp.) staj¡ si¦ �zasobami kwantowymi� pozwalaj¡cymi wykona¢
dane zadanie lepiej ni» pozwala na to �zyka klasyczna.

� Scharakteryzowa¢ dozwolone transformacje zasobów w ró»nych warunkach, by zidenty�kowa¢ sposób
najlepszego ich wykorzystania.

� Znale¹¢ optymalne sposoby implementacji protokoªów przejawiaj¡cych przewag¦ kwantow¡, bior¡c pod
uwag¦ realia eksperymentalne.

Ujmuj¡c to bardziej ogólnie, celem cyklu jest poszerzenie naszego rozumienia ±wiata poprzez analiz¦
problemów przetwarzania informacji kwantowej w obecno±ci wi¦zów, które mog¡ mie¢ podªo»e zarówno fun-
damentalne (takie jak druga zasada termodynamiki), jak i bardziej praktyczne (jak np. ograniczony dost¦p
do pami¦ci).

Powy»sze cele realizowaªem w cyklu na czterech cz¦±ciowo przekrywaj¡cych si¦ frontach, okre±lonych
rodzajem analizowanych wi¦zów (zob. Rys. 1):

1Dokªadne szczegóªy tego cz¦±ciowego porz¡dku zostaªy odkryte dopiero pó¹niej przez Nielsena [5].
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for thermodynamic distillation processes

[H15]: Optimizing thermalizations
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[H3]: Coherifying quantum channels

[H7]: Distinguishing classically indistinguishable
states and channels

[H10]: Dephasing superchannels

[H11]: Algebraic and geometric structures
inside the Birkho� polytope

Rysunek 1: Mapa cyklu. Cykl Optymalizacja kwantowego przetwarzania informacji w obecno±ci wi¦zów
skupia si¦ na czterech rodzajach wi¦zów: termodynamicznych, pami¦ci, symetrii i klasyczno±ci. Powy»szy
diagram pokazuje, które z prac cyklu odnosiªy si¦ do których wi¦zów.

1. Wi¦zy termodynamiczne. W tym wypadku skupiªem si¦ na tym, w jaki sposób stan ukªadu kwan-
towego mo»e zosta¢ przetworzony, je±li ¹ródªa zmian ograniczymy do oddziaªywania ukªadu z ªa¹ni¡
ciepln¡ w równowadze termodynamicznej o temperaturze T [17, 18]. Zasada zachowania energii oraz
termiczno±¢ ªa¹ni wi¡»¡ wtedy mo»liwe stany ko«cowe ukªadu osi¡galne dla danego stanu pocz¡tko-
wego. Wszelkie dodatkowe ¹ródªa uporz¡dkowanej energii lub uj±cia entropii mog¡ by¢ tak»e u»yte,
ale musz¡ by¢ zamodelowane explicite pod postaci¡ dodatkowych ukªadów kwantowych (np. poprzez
ukªad-bateri¦ mog¡c¡ wykona¢ prac¦). Takie uj¦cie problemu pozwala na badanie ogólnych transforma-
cji termodynamicznych przy jednoczesnym dokªadnym zliczaniu wszelkich zu»ytych zasobów. Moimi
gªównymi celami naukowymi zwi¡zanymi z przetwarzaniem kwantowej informacji w obecno±ci wi¦zów
termodynamicznych byªy:

(a) Zrozumie¢ jaki wpªyw na optymalne transformacje ma wyj±cie poza granic¦ termodynamiczn¡,
tj. rozwa»anie termodynamiki maªej liczby ukªadów. Formalizm termodynamiczny tradycyjnie
ogranicza si¦ do obiektów makroskopowych, dla których �uktuacje energii s¡ zaniedbywalne w
porównaniu do ±redniej energii obiektu [2]. Maªa liczba ukªadów kwantowych (np. tuzin cz¡stek
gazu) w oczywisty sposób nie speªnia warunku makroskopowo±ci, moim celem byªo za± uchwyci¢
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konsekwencje tego faktu.

(b) Zrozumie¢ jaki wpªyw na optymalne transformacje termodynamiczne ma zasada superpozycji,
powalaj¡ca na przygotowanie przetwarzanych ukªadów w kwantowej superpozycji stanów odpo-
wiadaj¡cych ró»nym energiom. Makroskopowa termodynamika zakªada, »e fazy pomi¦dzy ró»nymi
stanami energii w superpozycji s¡ losowe, co w efekcie sprawia, »e mamy do czynienia z niekohe-
rentn¡ mieszanin¡ stanów [2]. Jednak w doskonale kontrolowanych warunkach eksperymentalnych,
maªa liczba kwantowych obiektów mo»e zachowa¢ wzgl¦dn¡ faz¦, co pozwala na interferencj¦ (kon-
struktywn¡ i destruktywn¡) podczas transformacji termodynamicznej. Moim celem byªo opisanie
wpªywu, jaki to ma na optymalne przetwarzanie kwantowej informacji.

2. Wi¦zy pami¦ci. W tym wypadku skupiªem si¦ na badaniu dozwolonych form przetwarzania informa-
cji kwantowej w przypadku, gdy procesowany ukªad mo»e oddziaªywa¢ z otoczeniem tylko w sposób
bezpami¦ciowy (markowski) [19, 20], tj. transformacja ukªadu w ka»dej chwili mo»e zale»e¢ tylko od
stanu ukªadu w tej wªa±nie chwili (a nie od caªej historii stanów, przez które ukªad ewoluowaª). Z jednej
strony, procesy markowskie zwykle bardzo dobrze opisuj¡ oddziaªywanie maªych kwantowych ukªadów
z makroskopowym otoczeniem [21]. Dlatego te» badanie tego rodzaju wi¦zów pozwala na opisanie,
jak szum otoczenia niszczy informacj¦ kwantow¡ zapisan¡ w danym ukªadzie (alternatywnie: badania
te pozwalaj¡ na charakteryzacj¦ dozwolonych form przetwarzania kwantowej informacji, gdy kontrola
ograniczona jest do makroskopowych ukªadów). Z drugiej strony, modeluj¡c pami¦¢ explicite za po-
moc¡ dodatkowych ukªadów przechowuj¡cych informacj¦, badania nad wi¦zami pami¦ci pozwalaj¡ na
ocen¦ i kwanty�kacj¦ roli pami¦ci w osi¡ganiu optymalnego przetwarzania kwantowej informacji. Moimi
gªównymi celami naukowymi zwi¡zanymi z wi¦zami pami¦ci byªy:

(a) Zrozumie¢ ograniczenia wynikaj¡ce z braku pami¦ci w przypadku transformacji termodynamicz-
nych, tj. oceni¢ jak¡ rol¦ odgrywa pami¦¢ w osi¡ganiu optymalnej wydajno±ci protokoªów termody-
namicznych. Standardowe rozwa»ania dotycz¡ce optymalnych transformacji termodynamicznych
(np. optymalnej zamiany bitów informacji na prac¦ mechaniczn¡) zakªadaj¡, »e drugie prawo ter-
modynamiki jest w zasadzie jedynym ograniczeniem [17, 22]. Jednak, w realistycznych warunkach
eksperymentalnych, kontrola nad oddziaªywaniami i korelacjami pomi¦dzy przetwarzanym ukªa-
dem a ªa¹ni¡ ciepln¡ jest zwykle powa»nie ograniczona. Tak¡ ograniczon¡ kontrol¦ eksperymenta-
tora mo»na efektywnie zamodelowa¢ przez danie mu dost¦pu tylko do procesów bezpami¦ciowych.
Moim celem byªo zbadanie wpªywu takiej ograniczonej kontroli na osi¡galn¡ wydajno±¢ procesów
termodynamicznych.

(b) Zrozumie¢ jak mo»liwo±ci bezpami¦ciowego przetwarzanie klasycznej informacji zmieniaj¡ si¦ przy
zaªo»eniu, »e no±niki informacji przestrzegaj¡ praw mechaniki kwantowej. Zasada superpozycji
powi¦ksza wtedy przestrze« stanów badanego ukªadu (poza niekoherentnymi stanami losowymi,
istniej¡ te» koherentne superpozycje ró»nych stanów) i ta powi¦kszona przestrze« mo»e potencjal-
nie speªnia¢ rol¦ efektywnej pami¦ci wewn¦trznej ukªadu. W konsekwencji, mo»e to skutkowa¢
tym, »e pewne procesy, które klasycznie wymagaj¡ pami¦ci, mo»na zrealizowa¢ kwantowo w bezpa-
mi¦ciowy sposób. Moim celem byª zbadanie tej potencjalnej kwantowej przewagi w przetwarzaniu
informacji klasycznej.

3. Wi¦zy symetrii. W tym wypadku badaªem, jakie formy kwantowego przetwarzania informacji s¡
dozwolone, gdy ograniczymy si¦ do procesów wykazuj¡cych pewn¡ symetri¦ (np. niezmienniczych ze
wzgl¦du na obroty) lub do procesów zadanych przez operacje pewnej symetrii (np. gdy przetwarzanie
ukªadu ograniczone jest do jego obracania w przestrzeni trójwymiarowej). W pierwszym przypadku
wi¦zy symetrii, poprzez twierdzenie Noether, mog¡ by¢ powi¡zane z zasadami zachowania [23]. Dlatego
te» badania te mog¡ sªu»y¢ scharakteryzowaniu dozwolonego przetwarzania informacji kwantowej w
obecno±ci zachowanych ªadunków. W drugim za± przypadku moje badania pozwalaj¡ na kwanty�kacj¦
asymetrii obecnej w stanach kwantowych obiektów, co z kolei mo»e by¢ zastosowane m.in. do badania
bezpiecze«stwa komunikacji kwantowej [24]. Moimi gªównymi celami naukowymi zwi¡zanymi z wi¦zami
symetrii byªy:

(a) Zrozumie¢ mo»liwo±ci i ograniczenia przetwarzania informacji kwantowej zakodowanej w stop-
niach swobody odpowiadaj¡cych zachowanym ªadunkom. Zwyczajowo, rozwa»ania kwantowo-
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informacyjne abstrahuj¡ od �zycznych szczegóªów no±ników informacji, skupiaj¡c si¦ gªównie na
fakcie, »e no±nik mo»e przyjmowa¢ jeden z kilku perfekcyjnie rozró»nialnych stanów. Informacja
jest jednak �zyczna, tzn. no±nikami informacji s¡ �zyczne obiekty a sama informacja zakodowana
jest w �zycznych wªasno±ciach no±nika, takich jak jego energia czy moment p¦du. Istnienie zasady
zachowania dla danej wªasno±ci ogranicza sposoby, na które mo»na mody�kowa¢ t¦ wªasno±¢ (np.
energii nie mo»na stworzy¢ z niczego, musi ona wpªyn¡¢ do ukªadu z otoczenia), moim celem byªo
za± uchwycenie konsekwencji tego faktu dla przetwarzania informacji kwantowej.

(b) Zrozumie¢ optymalny sposób wykorzystania asymetrii stanów kwantowych dla celów bezpiecznej
komunikacji klasycznej [25]. Gdy dwie komunikuj¡ce si¦ ze sob¡ strony maj¡ dost¦p do wspólnego
ukªadu odniesienia (np. ustal¡ kierunki osi kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych), który potra�¡
ukry¢ przed ±wiatem zewn¦trznym, mog¡ bezpiecznie przesyªa¢ sobie informacj¦ zakodowan¡ w
stopniach swobody, które ªami¡ symetri¦ zwi¡zan¡ z tym ukªadem odniesienia (np. koduj¡c in-
formacj¦ w kierunku koherentnego stanu spinowego, który ªamie symetri¦ obrotow¡). Kodowanie
takie jest bezpieczne, gdy» strona podsªuchuj¡ca, nie maj¡c dost¦pu do ukªadu odniesienia, nie
wie jakiego pomiaru ma dokona¢ na przechwyconym no±niku informacji (np. w którym kierunku
zmierzy¢ warto±¢ spinu). Z kolei, poniewa» pomiar zaburza stan ukªadu kwantowego, wykonanie
bª¦dnego pomiaru wykasowuje informacj¦ oryginalnie zakodowan¡ w ukªadzie. Moim celem byªo
znalezienie optymalnej liczby bitów, które mog¡ by¢ bezpiecznie przesªane pomi¦dzy komunikuj¡-
cymi si¦ stronami, w zale»no±ci od ilo±ci asymetrii dost¦pnej dla tych stron.

4. Wi¦zy klasyczno±ci. W tym wypadku badaªem, jakie formy kwantowego przetwarzania informa-
cji s¡ dozwolone, gdy klasyczny efekt tego przetwarzania ustalimy na zadany. Innymi sªowy, moim
celem byªo scharakteryzowanie wszystkich tych procesów kwantowych, które wygl¡daj¡ identycznie z
klasycznej perspektywy, tzn. gdy nie mamy dost¦pu do informacji fazowej zakodowanej w amplitu-
dach prawdopodobie«stwa, a tylko do samych prawdopodobie«stw pomiarów danej obserwabli. Moimi
gªównymi celami naukowymi zwi¡zanymi z przetwarzaniem kwantowej informacji w obecno±ci wi¦zów
klasyczno±ci byªy:

(a) Zrozumie¢ jak bardzo mo»na zredukowa¢ losowo±¢ klasycznego procesu poprzez uj¦cie go jako
wyniku procesu kwantowego. Procesy losowe s¡ wszechobecne zarówno w �zyce klasycznej, jak i
kwantowej. Jednakowo», natura losowo±ci w tych dwóch re»imach znacz¡co si¦ od siebie ró»ni. Z
jednej strony, klasyczna ewolucja losowa jest koniecznie nieodwracalna. Z drugiej strony, ewolucja
kwantowa mo»e by¢ caªkowicie deterministyczna (a wi¦c i odwracalna, je±li tylko nie wykonamy
pomiaru), wci¡» jednak prowadz¡c do losowych wyników pomiarów danej obserwabli przez to,
»e transformuje ukªad w koherentn¡ superpozycj¦ stanów wªasnych tej»e obserwabli. Badaj¡c
dynamik¦ ukªadu, mo»na zatem zaobserwowa¢ te same prawdopodobie«stwa losowych przej±¢ po-
mi¦dzy stanami ukªadu, niezale»nie od tego, czy ewolucja byªa koherentna, czy te» niekoherentna.
Moim celem byªo znalezienie odpowiedzi na nast¦puj¡ce pytanie: do jakiego stopnia obserwowana
losowo±¢ przej±¢ mo»e by¢ wytªumaczona przez deterministyczny i koherentny proces kwantowy,
a na ile potrzeba losowo±ci klasycznej?

(b) Zrozumie¢ o ile bogatsza jest struktura losowych procesów kwantowych w porównania do pro-
cesów klasycznych. Ujmuj¡c to bardziej precyzyjnie, chciaªem znale¹¢ odpowied¹ na pytanie ile
ró»nych (tj. w peªni rozró»nialnych) procesów kwantowych istnieje, wszystkie klasycznie odpo-
wiadaj¡ce temu samemu procesowi losowemu. Moim celem byªo scharakteryzowanie tego zbioru
i zastosowanie tej charakteryzacji do zidenty�kowania procesów, które wykonuj¡c pewn¡ zadan¡
transformacj¦ klasyczn¡, optymalnie zachowuj¡ kwantow¡ cz¦±¢ informacji.

4.2.3 Streszczenie wyników

1. Wyniki dotycz¡ce wi¦zów termodynamicznych:

(a) Rozwin¡ªem2 formalizm matematyczny pozwalaj¡cy na rozszerzenie opisu termodynamicznego
poza ukªady makroskopowe [H4, H12]. By to osi¡gn¡¢, wprowadziªem koncept zwi¡zanej z ener-

2Tu, i wsz¦dzie pó¹niej w tek±cie, kiedykolwiek pisz¦, »e � ja� co± zrobiªem, oczywi±cie mam na my±li � ja razem z moimi
wspóªpracownikami�.
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gi¡ swobodn¡ zmiennej losowej, której warto±¢ oczekiwana odpowiada energii swobodnej ukªadu,
ale która to zmienna zawiera tak»e informacj¦ o wy»szych momentach, które mo»na interpretowa¢
jako �uktuacje energii swobodnej zawartej w ukªadzie. Wª¡czenie informacji o tych �uktuacjach do
formalizmu pozwoliªo mi na badanie transformacji termodynamicznych pomi¦dzy maª¡ liczb¡ ukªa-
dów, gdy �uktuacje nie s¡ zaniedbywalne w porównaniu do ±rednich wielko±ci. Dzi¦ki temu byªem
w stanie znale¹¢ warunki wystarczaj¡ce i konieczne na istnienie transformacji termodynamicz-
nej pomi¦dzy dwoma nierównowagowymi stanami ukªadu maªej liczby cz¡stek. Makroskopowy
warunek, mówi¡cy o nierosn¡cej energii swobodnej ukªadu, zostaª w ten sposób wzmocniony do
nast¦puj¡cego stwierdzenia: aby osi¡gn¡¢ transformacj¦ termodynamiczn¡ z dan¡ dokªadno±ci¡,
energia swobodna ukªadu musi zmale¢ co najmniej o x, gdzie x jest konkretn¡ funkcj¡ dokªadno±ci
oraz �uktuacji energii swobodnej w stanie pocz¡tkowym i ko«cowym.

(b) Poniewa» dowiodªem, »e transformacje poza granic¡ termodynamiczn¡ s¡ w ogólno±ci nieodwra-
calne i wymagaj¡ nakªadów energii swobodnej (np. cykle termodynamiczne musz¡ by¢ zaopatry-
wane w dodatkowe ¹ródªo pracy), zbadaªem konsekwencje tego faktu dla optymalnej wydajno±ci
protokoªów termodynamicznych (takich jak ekstrakcja pracy, usuwanie informacji, czy termody-
namicznie ograniczona komunikacja) [H4, H12].

(c) Zinterpretowaªem uzyskane wyniki w kontek±cie sªynnego twierdzenia o �uktuacji-dyssypacji, jako
»e wi¡»¡ one minimaln¡ ilo±¢ energii swobodnej zdyssypowanej w danym procesie termodynamicz-
nym z �uktuacjami tej»e energii swobodnej obecnymi w transformowanych stanach ukªadu [H12].

(d) Odkryªem wa»ne zjawisko rezonansu zasobowego [H6] � mianowicie, gdy �uktuacje energii swo-
bodnej w pocz¡tkowym i ko«cowym stanie ukªadu s¡ odpowiednio do siebie dostrojone, dyssypacja
ulega znacz¡cej redukcji.

(e) Co ciekawe, z powodu matematycznego podobie«stwa mi¦dzy formalizmem opisuj¡cym trans-
formacje termodynamiczne i LOCC, zjawisko rezonansu zostaªo tak»e przewidziane i numeryczne
potwierdzone dla transformacji LOCC pomi¦dzy czystymi stanami spl¡tanymi dwóch cz¡stek [H5].

(f) Zanalizowaªem jak wyniki dotycz¡ce optymalnej dyssypacji i �uktuacji energii swobodnej zmieniaj¡
si¦, gdy pozwolimy by stan pocz¡tkowy ukªadu zadany byª przez kwantow¡ superpozycj¦ stanów
o ró»nej energii [H12]. Poniewa» entropowy wkªad do �uktuacji energii swobodnej wtedy maleje,
u»ywanie stanów z koherencj¡ kwantow¡ w ogólno±ci pozwala na zmniejszenie dyssypacji.

(g) Zbadaªem wpªyw koherencji kwantowej na uporz¡dkowanie termodynamiczne stanów pojedyn-
czego ukªadu. W szczególno±ci, pokazaªem »e jest ona odpowiedzialna za nadanie termodyna-
micznej strzaªce czasu dodatkowej struktury matematycznej kraty, w wyniku czego koherencja
kwantowa staje si¦ zasobem koniecznym do wykonania optymalnego procesu wymazywania histo-
rii [H1].

2. Wyniki dotycz¡ce wi¦zów pami¦ci:

(a) Wprowadziªem nowe poj¦cie ci¡gªej termomajoryzacji, które pozwoliªo mi okre±li¢, jakie prze-
twarzanie termodynamiczne stanów kwantowych jest dozwolone przy wykorzystaniu bezpami¦-
ciowej dynamiki [H14]. U»ywaj¡c tego poj¦cia, wyprowadziªem fundamentalne ograniczenia na
zmian¦ obsadze« poziomów energetycznych ukªadów kwantowych generowanych przez bezpami¦-
ciowe transformacje termodynamiczne, tj. dla zadanych obsadze« pocz¡tkowych, sformuªowaªem
warunki konieczne i wystarczaj¡ce na istnienie termicznego procesu markowskiego, który zmieni
stan ukªadu na stan o zadanych obsadzeniach ko«cowych. Doprowadziªo to do udowodnienia wy-
niku typu uogólnionego twierdzenia H Boltzmanna, w postaci ci¡gªej rodziny funkcji entropowych,
które musz¡ monotonicznie rosn¡¢ podczas termodynamicznej ewolucji ukªadu.

(b) Stworzyªem algorytm, który w sko«czonej liczbie kroków pozwala na skonstruowanie peªnego
zbioru obsadze« osi¡galnych z danego stanu pocz¡tkowego za pomoc¡ bezpami¦ciowych trans-
formacji termodynamicznych, a tak»e pokazaªem, »e wszystkie takie wektory obsadze« mog¡ zo-
sta¢ osi¡gni¦te ze stanu pocz¡tkowego za pomoc¡ uniwersalnego zbioru elementarnych operacji w
postaci cz¦±ciowych termalizacji dwupoziomowych [H14].
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(c) Otrzymane wyniki wykorzystaªem do znalezienia optymalnych protokoªów ekstrakcji pracy oraz
chªodzenia, co pozwoliªo pokaza¢ jak¡ rol¦ odgrywaj¡ efekty pami¦ci w tego typu protokoªach
termodynamicznych [H15].

(d) Poza rozwa»aniami termodynamicznymi, badaªem tak»e wi¦zy pami¦ci w kontek±cie potencjal-
nego uzyskania przewagi kwantowej, udowadniaj¡c »e kwantowa dynamika bezpami¦ciowa mo»e
symulowa¢ klasyczne procesy, które koniecznie wymagaj¡ pami¦ci [H9].

(e) Rozszerzaj¡c klasyczne poj¦cie kosztu czasoprzestrzennego danego procesu stochastycznego do
dziedziny kwantowej, udowodniªem przewag¦ kwantow¡ polegaj¡c¡ na mniejszym koszcie symulo-
wania zadanego procesu stochastycznego przy wykorzystaniu dynamiki kwantowej w porównaniu
do wykorzystania dynamiki klasycznej [H9].

(f) Pokazaªem, »e zbór stanów klasycznych osi¡galnych za pomoc¡ kwantowej ewolucji markowskiej
jest wi¦kszy od zbioru osi¡galnego przy pomocy klasycznej ewolucji markowskiej, co prowadzi
m.in. do potencjalnej przewagi kwantowej w protokoªach chªodzenia [H9].

3. Wyniki dotycz¡ce wi¦zów symetrii:

(a) Zanalizowaªem jak symetria ze wzgl¦du na translacje w czasie, zwi¡zana z zasad¡ zachowania
energii, ogranicza mo»liwe przetwarzanie koherencji kwantowej pomi¦dzy stanami o ró»nych ener-
giach [H2]. Gªównym otrzymanym wynikiem w tym wypadku jest twierdzenie ograniczaj¡ce z doªu
minimaln¡ dekoherencj¦ dla zdanej dynamiki obsadze« poziomów energetycznych. Twierdzenie to
mo»na interpretowa¢ jako uogólnienie do wielopoziomowych ukªadów sªynnej relacji T2 ≤ 2T1,
pomi¦dzy czasem dekoherencji T2 ukªadu dwupoziomowego a jego czasem relaksacji T1.

(b) Pokazaªem, w jaki sposób twierdzenie o minimalnej dekoherencji mo»na wykorzysta¢ do wery�ko-
wania niemarkowsko±ci dynamiki ukªadu oraz do ocenienia roli pami¦ci jako zasobu koniecznego
do przechowywania i transferu koherencji [H2].

(c) Przeprowadziªem analiz¦ struktury wypukªej oraz punktów ekstremalnych zbioru kanaªów kwanto-
wych symetrycznych ze wzgl¦du na dziaªanie ogólnej grupy Liego G [H8]. Pozwoliªo mi to ilo±ciow¡
analiz¦ tego, w jaki sposób wi¦zy symetrii narzucone na kanaªy kwantowe indukuj¡ zasady zacho-
wania, tzn. dla kanaªów symetrycznych wzgl¦dem G wyprowadziªem ograniczenie na odchylenie
od zasady zachowania jako funkcj¦ odchylenia kanaªu od zamkni¦tej dynamiki.

(d) Dla symetrii SU(2), zwi¡zanej z zasad¡ zachowania momentu p¦du, znalazªem fundamentalne gra-
nice tego, na ile cz¡stka o spinie jA mo»e spolaryzowa¢ cz¡stk¦ o wi¦kszym spinie jB , oraz tego, jak
bardzo polaryzacja spinowa mo»e zosta¢ odwrócona za pomoc¡ operacji o symetrii obrotowej [H8].

(e) Zbadaªem problem optymalnej komunikacji pomi¦dzy dwoma stronami komunikuj¡cymi si¦ za
pomoc¡ kodowania ograniczonego do operacji symetrii zadanej grupy G [H13]. Ten problem od-
powiada kodowaniu informacji w asymetrii stanu ukªadu kwantowego wzgl¦dem grupy symetrii G,
co z kolei pozwala na stworzenie bezpiecznego protokoªu komunikacji wykorzystuj¡cego prywatny
ukªad odniesienia zwi¡zany z G. Wyprowadziªem wyra»enia na optymalny transfer informacji
pomi¦dzy stronami w re»imie pojedynczej i wielokrotnej komunikacji, a tak»e pokazaªem w jaki
sposób zastosowa¢ te wyra»enia do caªego szeregu problemów komunikacji z wi¦zami, np. gdy
informacja mo»e by¢ kodowana tylko w koherencjach ukªadu kwantowego, lub gdy strony ograni-
czone s¡ do operacji lokalnych i chc¡ zbada¢ mo»liwo±ci superg¦stego kodowania.

4. Wyniki dotycz¡ce wi¦zów klasyczno±ci:

(a) Wprowadziªem nowatorski koncept kwantowej kohery�kacji klasycznego procesu, czyli zbioru ka-
naªów kwantowych, które wywoªuj¡ te same prawdopodobie«stwa przej±¢ pomi¦dzy poziomami,
co zadany proces klasyczny, ale w ró»ny sposób przetwarzaj¡ kwantow¡ koherencj¦ ukªadu [H3].
Pokazaªem, »e klasyczny nieodwracalny proces opisany macierz¡ przej±cia T mo»e zosta¢ skohery-
�kowany do odwracalnego procesu unitarnego wtedy, i tylko wtedy, gdy T jest unistochastyczne.
W przeciwnym wypadku wszystkie kohery�kacje musz¡ by¢ nieodwracalne i, aby oceni¢ ich poziom
niedeterminizmu, znalazªem ograniczenia na ich entropi¦ i czysto±¢.
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(b) Znalazªem optymalne koherfyikacje dla kilku klas procesów (wª¡czaj¡c w to wszystkie procesy dla
ukªadów dwupoziomowych) a tak»e nieoptymalne procedury kohery�kacji dziaªaj¡ce dla ukªadów
wielopoziomowych [H3].

(c) W kontek±cie bada« nad liczb¡ ró»nych procesów kwantowych skutkuj¡cych tym samym procesem
klasycznym, uzyskaªem seri¦ wyników dotycz¡cych zarówno wystarczaj¡cych jak i koniecznych wa-
runków na istnienie M perfekcyjnie rozró»nialnych kohery�kacji danego kanaªu klasycznego [H7].

(d) Poniewa» tylko macierze przej±cia nale»¡ce do zbioru macierzy unistochastycznych mog¡ by¢ caª-
kowicie skohery�kowane, skupiªem si¦ na badaniu wªasno±ci tego zbioru przez wprowadzenie i
zanalizowanie jego szczególnego nadzbioru macierzy ªa«cuszkowych [H11]. Opisaªem algebraiczne
i geometryczne wªasno±ci tego zbioru, m.in. jego gwia¹dzisto±¢, zamkni¦cie ze wzgl¦du na mno-
»enie przez macierze faktoryzowalne oraz zachowanie widm macierzy ªa«cuszkowych. W wyniku
tego, unistochastyczne macierze dla maªych wymiarów zostaªy caªkowicie scharakteryzowane.

(e) Poza ide¡ kohery�kacji, wi¦zy klasyczno±ci zostaªy tak»e zbadane przez wprowadzenie i charakte-
ryzacj¦ klasy szumów pod nazw¡ defazuj¡cych superkanaªów, które obni»aj¡ koherentne wªasno±ci
kanaªów kwantowych, ale nie wpªywaj¡ na indukowane przez nie macierze przej±cia [H10]. Zna-
lazªem ogólny matematyczny opis takich superkanaªów, pokazaªem w jaki sposób mog¡ by¢ one
�zycznie realizowane, oraz scharakteryzowaªem mo»liwe efekty na koherentne wªasno±ci kanaªów
podlegaj¡cych szumom opisanym przez defazuj¡ce superkanaªy.

4.3 Wyniki dotycz¡ce wi¦zów termodynamicznych

4.3.1 Optymalne przetwarzanie poza granic¡ termodynamiczn¡

Model termodynamiczny. Rozwijaj¡ca si¦ dziedzina kwantowej termodynamiki (zob. [26] oraz prace tam
cytowane) skupia si¦ na badaniu mo»liwych transformacji maªej liczby kwantowych ukªadów oddziaªuj¡cych
z otoczeniem termicznym. Badany ukªad opisany jest hamiltonianem H =

∑
iEi |Ei〉〈Ei| a jego stan pocz¡t-

kowy ogóln¡ macierz¡ g¦sto±ci ρ, podczas gdy stan ªa¹ni cieplnej, opisanej przez hamiltonian HB , dany jest
termiczn¡ macierz¡ g¦sto±ci (zwan¡ tak»e stanem Gibbsa) odpowiadaj¡c¡ równowadze termodynamicznej,

γB =
e−βHB

Tr (e−βHB )
, (1)

gdzie β = 1/kBT , T to temperatura ªa¹ni, a kB to staªa Boltzmanna. Zakªada si¦, »e ewolucja caªkowi-
tego ukªad (ukªad plus ªa¹nia) jest zamkni¦ta, a zatem opisana operatorem unitarnym U , który dodatkowo
zachowuje energi¦ caªkowit¡,

[U,H ⊗ 1B + 1⊗HB ] = 0. (2)

Gªównym pytaniem jest teraz problem konwersji stanów kwantowych: jakie s¡ mo»liwe stany ko«cowe ukªadu,
w który zadany stan pocz¡tkowy ρmo»e zosta¢ przetransformowany? Ujmuj¡c to bardziej formalnie, de�niuje
si¦ zbiór operacji termicznych [17, 27], które opisuj¡ wszystkie mo»liwe transformacje ukªadu osi¡galne bez
u»ycia dodatkowych zasobów (poza pojedyncz¡ ªa¹ni¡ ciepln¡). Zbiór operacji termicznych dla zadanego β
skªada si¦ z caªkowicie dodatnich i zachowuj¡cych ±lad (CPTP, z ang. completely positive and trace-preserving)
odwzorowa« {Eβ}, które dziaªaj¡ na stan ρ ukªadu o Hamiltonianie H w nast¦puj¡cy sposób:

Eβ(ρ) = TrB′
(
U (ρ⊗ γB)U†

)
, (3)

z U speªniaj¡cym wzór (2), γB zadanym przez wzór (1), HB dowolnym, oraz B′ oznaczaj¡cym dowolny
podukªad caªkowitego ukªadu. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e warunek zachowania energii, wzór (2), mo»na
intepretowa¢ jako koduj¡cy pierwsze prawo termodynamiki; natomiast fakt, »e ªa¹nia jest w równowadze
termodynamicznej prowadzi do Eβ(γ) = γ, gdzie γ jest stanem równowagi termodynamicznej ukªadu (tj.
zadanym przez wzór (1) z HB zamienionym przez H), w ten sposób koduj¡c drug¡ zasad¦ termodynamiki.

Granica termodynamiczna i poza ni¡. Wa»nym wariantem problemu konwersji stanów kwantowych jest
konwersja asymptotyczna, w której rozwa»ane s¡ transformacje dowolnie wielkiej liczby kopii stanu pocz¡t-
kowego, a szukan¡ wielko±ci¡ jest maksymalny wspóªczynnik konwersji, tj. maksymalny stosunek otrzymanej
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liczby stanów ko«cowych do pocz¡tkowych przy zaniedbywalnie maªym bª¦dzie transformacji. Fizycznie,
odpowiada to transformacjom makroskopowych ukªadów skªadaj¡cych si¦ z n → ∞ cz¡stek w tzw. gra-
nicy termodynamicznej, gdy �uktuacje energii s¡ zaniedbywalnie maªe w porównywaniu do ±redniej energii
ukªadu. W pracy [18] pokazano, »e optymalny asymptotyczny wspóªczynnik konwersji zadany jest przez
stosunek nierównowagowych energii swobodnych stanu pocz¡tkowego i ko«cowego, w wyniku czego transfor-
macje staj¡ si¦ caªkowicie odwracalne w tym asymptotycznym re»imie. Jednak te makroskopowe wyniki nie
stosuj¡ si¦ do sko«czonych n, przez co transformacje mog¡ sta¢ si¦ nieodwracalne. Mimo »e potrzeba wyj-
±cia poza klasyczn¡ termodynamik¦ jest gªównie motywowana faktem, »e w nanoskali efekty kwantowe, jak
koherencja [28�31] [KK10, KK11] czy spl¡tanie [32�34], zaczynaj¡ gra¢ istotn¡ rol¦, w kwantowym re»imie
mamy tak»e do czynienia z ukªadami zªo»onymi ze sko«czonej liczby n cz¡stek. Dlatego te» transformacje
termodynamiczne takich ukªadów mog¡ do±wiadcza¢ efektywnej nieodwracalno±ci i jednym z moich celów
byªo rygorystyczne zaadresowanie tego problemu. Moje prace [H4�H6, H12] s¡ mostem pomi¦dzy ekstremal-
nymi przypadkami termodynamiki pojedynczych cz¡stek z n = 1 [17] a asymptotyczn¡ granic¡ n→∞ [18],
pozwalaj¡c tym samym na studiowanie nieodwracalno±ci procesów termodynamicznych w po±rednim re»imie
du»ych, ale sko«czonych, n.

Optymalny wspóªczynnik konwersji dla stanów niekoherentnych. W pracy [H4] skupiam si¦ na
ukªadach zªo»onych ze sko«czonej liczby n nieoddziaªuj¡cych podukªadów (ka»dy opisany tym samym hamil-
tonianem H) i rozwa»am stany podukªadu ρ (pocz¡tkowy) oraz σ (ko«cowy), komutuj¡ce z H (tzn. ρ i σ s¡
tzw. stanami energetycznie niekoherentnymi). Moim celem byªo znalezienie maksymalnego wspóªczynnika
konwersji R, dla którego istnieje operacja termiczna Eβ taka, »e Eβ(ρ⊗n) = σ̃ dla pewnego stanu σ̃ na Rn
podukªadach, który jest wystarczaj¡co bliski stanowi σ⊗Rn. Innymi sªowy, badaªem problem optymalnej
termodynamicznej konwersji stanów pomi¦dzy sko«czonymi liczbami kopii stanu ρ i σ dla zadanej tempera-
tury dost¦pnej ªa¹ni cieplnej (ustalonej przez β), i przy przyzwoleniu na maªy bª¡d transformacji ε. Bª¡d
ten kwanty�kowany jest przez odlegªo±¢ dwóch stanów mierzon¡ funkcj¡ niewierno±ci, tzn. wymagamy by
F (σ⊗Rn, σ̃) ≥ 1 − ε dla pewnego parametru dokªadno±ci ε ∈ (0, 1), gdzie F (·, ·) oznacza funkcj¦ wierno±ci
Uhlmanna [35],

F (ρ, σ) :=

(
Tr

(√√
ρσ
√
ρ

))2

. (4)

Maksymalny wspóªczynnik konwersji R = R(ρ, σ, n, ε) zale»y od stanu pocz¡tkowego i ko«cowego, ρ i σ, a
tak»e od liczny podukªadów n oraz dokªadno±ci ε. Wyniki wyra»one s¡ za pomoc¡ dwóch wielko±ci infor-
macyjnych: entropi wzgl¦dnej [36] wzgl¦dem stanu Gibbsa, D(·‖γ), i wariancji entropi wzgl¦dnej [37, 38]
wzgl¦dem tego samego stanu Gibbsa, V (·‖γ). Wielko±ci te zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

D(ρ‖γ) := Tr (ρ(log ρ− log γ)) , V (ρ‖γ) := Tr
(
ρ(log ρ− log γ)2

)
−D(ρ‖γ)2 (5)

i mog¡ by¢ termodynamicznie zinterpretowane w nast¦puj¡cy sposób: D(ρ‖γ)/β jest ró»nic¡ pomi¦dzy uogól-
nion¡ nierównowagow¡ energi¡ swobodn¡ stanów ρ i γ [18], natomiast V (ρ‖γ) jest proporcjonalne do uogól-
nionej pojemno±ci cieplnej ukªadu [H4]. Co wi¦cej, zwróci¢ nale»y uwag¦, »e D(ρ‖γ) przyjmuje warto±¢ zero
wtedy, i tylko wtedy, gdy ρ = γ, natomiast V (ρ‖γ) zeruje si¦ gdy ρ jest proporcjonalne do stanu Gibbsa na
swoim no±niku, np. gdy ρ jest stanem czystym. Zakªadamy, »e ani stan pocz¡tkowy ρ ani ko«cowy σ nie
s¡ stanem Gibbsa γ, w przeciwnym bowiem wypadku problem konwersji trywializuje si¦. Dla tak opisanego
problemu udowodniªem, »e optymalny wspóªczynnik konwersji zadany jest przez

R(ρ, σ, n, ε) ' D(ρ‖γ)

D(σ‖γ)

(
1 +

√
V (ρ‖γ)

nD(ρ‖γ)2
Z−1

1/ν(ε)

)
(6a)

' D(ρ‖γ)

D(σ‖γ)

(
1 +

√
V (σ‖γ)

nD(ρ‖γ)D(σ‖γ)
Z−1
ν (ε)

)
, (6b)

gdzie Z−1
ν to funkcja odwrotna dystrybuanty rozkªadu Rayleigha-normalnego Zν wprowadzonego w pracy [39]

z ν danym przez

ν =
V (ρ‖γ)/D(ρ‖γ)

V (σ‖γ)/D(σ‖γ)
, (7)
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Rysunek 2: Optymalny wspóªczynnik konwersji. Porównanie pomi¦dzy przybli»eniem asymptotycznym
drugiego rz¦du, R, a faktycznym optymalnym wspóªczynnikiem konwersji R∗, dla konwersji pomi¦dzy sta-
nem ρ = 7

10 |0〉〈0|+ 3
10 |1〉〈1| i σ = 8

10 |0〉〈0|+ 2
10 |1〉〈1|, przy Hamiltonianie danym przez H = |1〉〈1| i dost¦pie

do ªa¹ni cieplnej o temperaturze zadanej przez 1/β = 3. Kóªka oznaczaj¡ faktyczne wspóªczynniki a linie od-
powiadaj¡ przybli»eniu drugiego rz¦du ze wzoru (6a). Poniewa» faktyczny wspóªczynnik konwersji jest zawsze
caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ 1/n, zaokr¡glenie przybli»enia do najbli»szych 1/n jest tak»e wskazana za pomoc¡
sªupków bª¦dów. Kolory odpowiadaj¡ ró»nym wspóªczynnikom dokªadno±ci transformacji: ε = 5 × 10−2

dla koloru czerwonego i ε = 10−5 dla koloru niebieskiego. Przerywana linia wskazuje wynik asymptotyczny
pierwszego rz¦du.

oraz ' oznaczaj¡cym równo±¢ do skªadników rz¦du o(1/
√
n). Zwróci¢ nale»y uwag¦, »e Z0 = Φ jest dystrybu-

ant¡ rozkªadu normalnego a Z1 dystrybuant¡ rozkªadu Rayleigha. Funkcja odwrotna dystrybuanty rozkªadu
Rayleigha-normalnego jest w ogólno±ci ujemna dla maªych warto±ci ε (chyba »e ν = 1), a zatem poprawki
wynikaj¡ce ze sko«czonego rozmiaru ukªadu, skaluj¡ce si¦ jak 1/

√
n, s¡ w ogólno±ci ujemne. Powodem po-

dania obu wyra»e«, zadanych wzorami (6a)-(6b), jest fakt, i» w ten sposób mo»na uchwyci¢ oba specjalne
przypadki, gdy V (ρ‖γ) = 0 lub V (σ‖γ) = 0, unikaj¡c u»ywania funkcji Z−1

∞ , która jest nieokre±lona. Przy-
padek, gdy obie wariancje entropii wzgl¦dnej si¦ zeruj¡, jest opisany oddzielnie za pomoc¡ nast¦puj¡cego
dokªadnego wyra»enia na R:

R =
1

n

⌊
nD(ρ‖γ)− log(1− ε)

D(σ‖γ)

⌋
' D(ρ‖γ)

D(σ‖γ)
. (8)

Wreszcie, u»ywaj¡c wyników pierwotnie wyprowadzonych w pracy [40], mo»na numerycznie obliczy¢ opty-
malny wspóªczynnik konwersji dla maªych n i porówna¢ go z powy»szym asymptotycznym rozwini¦ciem
drugiego rz¦du. Na Rys. 2 pokazuj¦, »e nawet dla wzgl¦dnie maªych rozmiarów ukªadu, to asymptotyczne
wyra»enie drugiego rz¦du daje wyj¡tkowo dobre przybli»enie faktycznego optymalnego wspóªczynnika kon-
wersji, w szczególno±ci je±li porównamy je do wyniku asymptotycznego pierwszego rz¦du.

Nieodwracalno±¢ wywoªana sko«czonym rozmiarem ukªadu. Mimo i» badanie ogólnego problemu
konwersji termodynamicznej pomi¦dzy stanami kwantowymi mo»e wydawa¢ si¦ problemem do±¢ abstrakcyj-
nym, jego rozwi¡zanie mo»e zosta¢ zastosowane do bada« nad bardziej typowymi procesami termodynamicz-
nymi. Poniewa» przy konwersji asymptotycznej dozwolone s¡ odwracalne cykle, a wyniki pracy [H4] opisuj¡
wynikaj¡ce ze sko«czonych rozmiarów ukªadu poprawki do asymptotycznego wyra»enia na wspóªczynnik
konwersji, gªównym rozpatrywanym efektem b¦dzie nieodwracalno±¢. Pierwszy indykator nieodwracalno±ci
mo»e zosta¢ uchwycony przez obliczenie wspóªczynnika konwersji dla transformacji n kopii ukªadu w stanie
ρ, przez stan σ, z powrotem do stanu ρ:

ρ⊗n
ε1−→ σ⊗Rn

ε2−→ ρ⊗R
′Rn, (9)
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(a) (b)

Rysunek 3: (a) Nieodwracalno±¢ a sko«czone wymiary ukªadu. Po lewej: w granicy asymptotycz-
nej, n → ∞, optymalny wspóªczynnik konwersji ze stanu ρ w stan σ jest równy odwrotno±ci optymalnego
wspóªczynnika konwersji ze stanu σ w stan ρ. Pozwala to na wykonanie odwracalnych cykli. Po prawej:
przy zaªo»eniu niskiego bª¦du transformacji, poprawki do wspóªczynnika konwersji wynikaj¡ce ze sko«czonej
liczby n transformowanych ukªadów s¡ w ogólno±ci ujemne, co prowadzi nieodwracalno±ci opisanej przez
R′R < 1. (b) Ró»nica prac. Zachowanie destylowalnej pracy WD i pracy formacyjnej WF ró»ni si¦ w
zale»no±ci od rozwa»anego re»imu. W przypadku transformacji pojedynczego ukªadu, n = 1, s¡ one zwi¡zane
z minimaln¡ i maksymaln¡ entropi¡ wzgl¦dn¡ [17]. W po±rednim re»imie du»ej, ale sko«czonej, liczby n
ukªadów (badanym w pracy [H4]), warto±ci WD i WF le»¡ symetrycznie wokóª warto±ci osi¡galnej w re»imie
asymptotycznym, gdy WD i WF s¡ sobie równe i dane przez nierównowagowe uogólnienie energii swobodnej.
Skala osi y wyra»ona jest tu w jednostkach kBT .

co zilustrowane jest na Rys. 3a. Bez poprawek asymptotycznych drugiego rz¦du wyprowadzonych w pracy [H4],
wspóªczynnik odwracalno±ci Rr := RR′ równy jest 1 i wzór (9) opisuje doskonale cykliczny proces. Jednak,
uwzgl¦dniaj¡c wyprowadzone poprawki, otrzymujemy

Rr ' 1 +

√
V (ρ||γ)

nD(ρ||γ)2

(
Z−1

1/ν(ε1) + Z−1
1/ν(ε2)

)
. (10)

Bª¡d konwersji kumuluje si¦ podczas obu transformacji ze wzoru (9), caªkowity za± bª¡d ε ograniczony jest
przez

ε ≤
(√

ε1(1− ε2) +
√
ε2(1− ε1)

)2

. (11)

Narzucaj¡c teraz wymóg, by liczba kopii n nie zmieniaªa si¦ podczas transformacji (tj. wymuszaj¡cR = R′ = 1),
otrzymujemy

ε1 = ε2 = Z1/ν(0), (12)

a caªkowity bª¡d ε mo»e by¢ wtedy ograniczony przez

ε ≤ 4Zν(0) (1− Zν(0)) , (13)

gdzie wykorzystali±my wªasno±¢ dualno±ci rozkªadu Rayleigha-normalnego, Z1/ν(µ) = Zν(
√
νµ). Poniewa»

prawa strona powy»szego równania ma pojedyncze minimum w ν = 1, wielko±¢ ν mo»na zinterpretowa¢
jako parametr odwracalno±ci, kwanty�kuj¡cy jak bardzo kompatybilne ze sob¡ s¡ dwa stany (pocz¡tkowy
i ko«cowy). Innymi sªowy, im bli»ej ν jest warto±ci 1, tym mniejszy b¦dzie bª¡d transformacji podczas
wykonywania cyklu ρ⊗n → σ⊗n → ρ⊗n (tj. proces b¦dzie bardziej odwracalny).

Inn¡ wa»n¡ konsekwencj¡ nieodwracalno±ci jest ró»nica mi¦dzy destylowaln¡ prac¡, a prac¡ formacyjn¡ [17].
Wielko±ci te kwanty�kuj¡ ilo±¢ istotnych zasobów termodynamicznych, które mog¡ by¢ wydestylowane (wy-
dobyte) z danego stanu, lub które s¡ potrzebne do jego stworzenia. Podobnie jak w przypadku teorii spl¡tania,
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gdzie stany Bella sªu»¡ jak standardowe wzorniki ilo±ci spl¡tania [3], tak»e w termodynamicznej teorii zaso-
bów istniej¡ stany, które sªu»¡ za �zªoty standard� do mierzenia ilo±ci zasobów obecnych w danym stanie. Te
wzorowe stany dane s¡ przez czyste stany wªasne energii, które dzi¦ki zerowej entropii maj¡ jasn¡ energe-
tyczn¡ interpretacj¦. Mianowicie, transformacja wymagaj¡ca zmiany dodatkowego ukªadu-baterii z czystego
stanu |w〉 o energii w, w stan |0〉 o zerowej energii, interpretowana jest jako wykonanie (zainwestowanie) pracy
w nad badanym ukªadem; natomiast transformacja pozwalaj¡ca na odwrotn¡ zmian¦ odpowiada wydobyciu
(ekstrakcji) pracy w z ukªadu. Dlatego te», w celu ocenienia ilo±ci termodynamicznych zasobów w n kopiach
danego stanu energetycznie niekoherentnego, ρ⊗n, mo»emy zbada¢ o ile energia czystego stanu baterii musi
si¦ zmniejszy¢ na jedn¡ kopi¦ ρ, by skonstruowa¢ ρ⊗n ze stanu termicznego, a o ile mo»e si¦ ona zwi¦k-
szy¢ podczas transformacji ρ⊗n w stan termiczny. U»ywaj¡c wzoru (6b), mo»emy wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce
asymptotyczne przybli»enie drugiego rz¦du na wyra»enia na prac¦ destylowaln¡ WD i formacyjn¡ WF :

WD '
1

β

(
D(ρ||γ) +

√
V (ρ||γ)

n
Φ−1(ε)

)
, WF '

1

β

(
D(ρ||γ)−

√
V (ρ||γ)

n
Φ−1(ε)

)
, (14)

gdzie Φ−1 jest funkcj¡ odwrotn¡ dystrybuanty standardowego rozkªadu normalnego. Zwró¢my uwag¦, »e
otrzymane warto±ci WD i WF le»¡ symetrycznie wokóª asymptotycznej warto±ci W = D(ρ||γ)/β,

WD 'W −∆W, WF 'W + ∆W, with ∆W := − 1

β

√
V (ρ||γ)

n
Φ−1(ε), (15)

oraz »e poprawka ∆W jest dodatnia dla maªych warto±ci bª¦du ε. Dlatego te» koszt stworzenia danego
stanu (z maªym bª¦dem transformacji) jest zawsze wi¦kszy ni» ilo±¢ zasobów, które mo»na potem z niego
wydestylowa¢, co w jasny sposób prowadzi do nieodwracalno±ci. Ta symetryczna ró»nica w pracach, która
pojawia si¦ dla sko«czonych n, zilustrowana jest na Rys. 3b, gdzie porównujemy tak»e warto±ci WD i WF

dla re»imu pojedynczej cz¡stki n = 1 (gdy WD i WF le»¡ w ogólno±ci asymetrycznie wokóª asymptotycznej
warto±ciW ). Wreszcie, w pracy [H4], tªumacz¦ tak»e w jaki sposób wydajno±¢ silników cieplnych zmienia si¦ z
powodu sko«czonego rozmiaru substancji pracuj¡cej. W szczególno±ci, pokazuj¦ jak wyprowadzone poprawki
na optymalny wspóªczynnik konwersji nie pozwalaj¡ na jednoczesne osi¡gni¦cie perfekcyjnej jako±ci pracy
(tj. z zaniedbywalnym bª¦dem transformacji) przy zachowaniu wydajno±ci Carnot.

Rozszerzenie do re»imu umiarkowanych odchyle«. Wyniki pracy [H4] dotyczyªy poprawek drugiego
rz¦du do asymptotycznej warto±ci wspóªczynnika konwersji w tzw. re»imie maªych odchyle« [41], gdy wspóª-
czynnik zbli»a si¦ do asymptotycznej warto±ci kiedy n → ∞, ale transformacja realizowana jest z zadanym
staªym bª¦dem. W pracy [H5] kwestia staªego bª¦du zostaªa rozwi¡zana przez wyprowadzenie poprawek do
asymptotycznej warto±ci wspóªczynnika konwersji w re»imie umiarkowanych odchyle« [42], gdy poprawka
wci¡» znika kiedy n → ∞, ale tak»e transformacja jest wykonywana z asymptotycznie znikaj¡cym bª¦dem.
By formalnie przedstawi¢ wyniki otrzymane w pracy [H5], potrzeba nam wprowadzi¢ nast¦puj¡ce poj¦cie:
szereg liczb rzeczywistych {tn}n jest umiarkowanym szeregiem gdy jego skalowanie z n jest ostro pomi¦dzy
1/
√
n a 1, co oznacza, »e tn → 0 oraz

√
ntn → +∞ gdy n → ∞. Wa»na rodzina szeregów umiarkowanych

dana jest przez tn ∼ n−α for α ∈ (0, 1/2) i mo»e by¢ wykorzystana do uzyskania szczególnie eleganckiej formy
poni»ej przedstawionych wyników. Dla dowolnego szeregu umiarkowanego tn i akceptowalnego poziomu bª¦du
(mierzonego przez funkcj¦ niewierno±ci, 1− F , lub przez odlegªo±¢ ±ladow¡ δ) danego przez

εn = e−nt
2
n , (16)

asymptotyczne rozwini¦cie optymalnego wspóªczynnika konwersji R(ρ, σ, n, εn) dane jest przez

R(ρ, σ, n, εn) ' D(ρ‖γ)

D(σ‖γ)
−
√

2V (ρ||γ)

D(σ||γ)2

∣∣1− 1/
√
ν
∣∣ tn, (17)

gdzie ν jest parametrem odwracalno±ci ze wzoru (7) a ' oznacza tu równo±¢ do skªadników rz¦du o(tn).
Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e gdy V (ρ||γ) = 0, co skutkuje w 1/

√
ν rozbie»nym do niesko«czono±ci i pozornym

mno»eniu zera przez niesko«czono±¢, mo»emy po prostu skorzysta¢ z de�nicji ν by zamieni¢ wzór (17) w

R(ρ, σ, n, εn) ' D(ρ‖γ)

D(σ‖γ)
−
√

2V (σ||γ)D(ρ‖γ)

D(σ||γ)3
tn. (18)
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Rozszerzenie do innych teorii zasobów. Cz¦±ciowo niespodziewanie, wyniki dotycz¡ce poprawek
asymptotycznych do wspóªczynnika konwersji termodynamicznej w re»imie umiarkowanych odchyle« mog¡
by¢ niemal wprost zastosowane do bada« nad dwoma innymi wa»nymi przykªadami teorii zasobów: spl¡-
tania [3] i koherencji [43]. Wynika to z faktu, i» teorie te s¡ ze sob¡ na poziomie matematycznym mocno
zwi¡zane: warunki na transformacje pomi¦dzy stanami pojedynczych ukªadów w tych dwóch teoriach (tj. z
transformacjami ograniczonymi do lokalnych operacji i klasycznej komunikacji, LOCC, lub do operacji nie-
koherentnych) wyra»one s¡ za pomoc¡ majoryzacji [5, 44], w termodynamice natomiast warunki te dane s¡
przez wariant majoryzacji znany jako termomajoryzacja [17]. Nie tylko pozwala to na zuni�kowane podej±cie
do problemu, ale tak»e umo»liwia nam wykorzystanie uproszczonej reprezentacji stanów pocz¡tkowych i ko«-
cowych, ρ i σ, przy pomocy wektorów prawdopodobie«stwa, p i q. Dokªadniej mówi¡c, dla teorii spl¡tania
pocz¡tkowy i ko«cowy stan czysty ukªadu dwóch cz¡stek, ρ = |Ψ〉〈Ψ| i σ = |Φ〉〈Φ|, z dekompozycj¡ Schmidta
dan¡ przez |Ψ〉 =

∑
i

√
pi |ψi〉 ⊗ |ψ′i〉 i |Φ〉 =

∑
i

√
qi |φi〉 ⊗ |φ′i〉, mog¡ by¢ reprezentowane przez p i q. Analo-

gicznie, w teorii koherencji wzgl¦dem zadanej bazy {|i〉}, mo»emy reprezentowa¢ pocz¡tkowy i ko«cowy stan
ukªadu, ρ = |ψ〉〈ψ| i σ = |φ〉〈φ|, u»ywaj¡c pi = | 〈i|ψ〉 |2 i qi = | 〈i|φ〉 |2. Wtedy, jak zostaªo udowodnione w
pracy [H5], rozwini¦cie asymptotyczne wspóªczynnika konwersji pomi¦dzy stanami p i q, r(p, q, n, εn), dla
teorii spl¡tania i koherencji zadane jest przez

r(p, q, n, εn) ' H(p)

H(q)
−
√

2V (p)

D(q)2

∣∣∣1− 1/
√
ν′
∣∣∣ tn, (19)

gdzie tn to dowolny szereg umiarkowany, ν′ dane jest przez [39]

ν′ =
V (p)/H(p)

V (q)/H(q)
, (20)

z H oznaczaj¡cym entropi¦ Shannona a V odpowiadaj¡c¡ jej wariancj¦ entropii [41, 45],

H(p) = −
∑
i

pi log pi, V (p) =
∑
i

pi (log pi +H(p))
2
. (21)

Zwró¢my uwag¦, »e gdy V (p) = 0, co skutkuje w 1/
√
ν′ rozbie»nym do niesko«czono±ci i pozornym mno»eniu

zera przez niesko«czono±¢, mo»emy po prostu skorzysta¢ z de�nicji ν′ by zamieni¢ wzór (19) w

r(p, q, n, εn) ' H(p)

H(q)
−
√

2V (q)H(p)

H(q)3
tn. (22)

Rezonans zasobowy. Jak widzieli±my w poprzednich sekcjach, dla transformacji w teoriach zasobów ter-
modynamiki, spl¡tania i koherencji, w przypadku stanów pocz¡tkowych i ko«cowych speªniaj¡cych relacj¦
ν = 1 (lub ν′ = 1), optymalny wspóªczynnik konwersji przy zaniedbywalnym bª¦dzie transformacji dany jest
przez warto±¢ asymptotyczn¡ tego wspóªczynnika, bez »adnych poprawek drugiego rz¦du. Oznacza to, »e
z dokªadno±ci¡ do wielko±ci rz¦du o(tn), transformacje takie s¡ odwracalne nawet w przypadku sko«czonej
liczby n transformowanych ukªadów. W zwi¡zku z tym, nowe zjawisko rezonansu zasobowego zostaªo odkryte
i omówione w pracy [H6]. Zwró¢my uwag¦, »e poniewa» energia swobodna D(·‖γ) (lub entropia Shannona
H(·)) kwanty�kuje ±redni¡ (asymptotyczn¡) zawarto±¢ zasobów danego stanu, wariancja energii swobodnej
V (·‖γ) (lub wariancja entropii V (·)) mo»e by¢ rozumiana jako kwanty�kator �uktuacji zasobów. Dlatego te»
stosunek V/D (lub V/H) mówi nam o wzgl¦dnej sile �uktuacji zasobów w pojedynczej kopii danego stanu,
a zatem warunek rezonansu ν = 1 (lub ν′ = 1) jest speªniony dla par stanów z równ¡ wzgl¦dna �uktuacj¡
zasobów. Poni»ej zobrazujemy to ogólne zjawisko przy pomocy dwóch przykªadów.

Po pierwsze, rozwa»my silnik cieplny z substancj¡ pracuj¡c¡ zªo»on¡ z n = 200 nieoddziaªuj¡cych ukªadów
dwupoziomowych, dziaªaj¡cy pomi¦dzy dwoma ªa¹niami cieplnymi o temperaturach Th > Tc, i wykonuj¡cy
prac¦ na ukªadzie-baterii pocz¡tkowo przygotowanym w stanie podstawowym. Taki proces mo»e by¢ ele-
gancko uj¦ty jako problem konwersji pomi¦dzy stanami kwantowymi w termodynamicznej teorii zasobów, z
substancj¡ pracuj¡c¡ o niskiej temperaturze Tc dziaªaj¡c¡ jako termodynamiczny zasób w obecno±ci ªa¹ni
cieplnej o wy»szej temperaturze Th. Podczas gdy substancja pracuj¡ca ogrzewa si¦ z Tc do Tc′ , cz¦±¢ jej
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Rysunek 4: (a) Rezonans przy wykonywaniu pracy. Wydajno±¢ silnika cieplnego z substancj¡ pracu-
j¡c¡ skªadaj¡c¡ si¦ z n = 200 nieoddziaªuj¡cych kubitów, ka»dy z przerw¡ energetyczn¡ ∆E. Temperatura
ciepªej ªa¹ni ustalona jest przez kBTh = 10∆E, substancja pracuj¡ca pocz¡tkowo przygotowana w ni»szej
temperaturze Tc i ogrzewa si¦ do Tc′ podczas procesu. Po lewej: optymalna jako±¢ wykonanej pracy, mie-
rzona przez warto±¢ funkcji niewierno±ci ε pomi¦dzy ko«cowym stanem baterii a jej stanem wzbudzonym,
podczas wykonania pracy równej W = 0.95WC na jeden kubit substancji pracuj¡cej. Po prawej: optymalny
uªamek WC jaki mo»na wykona¢ na jeden kubit substancji pracuj¡cej, gdy jako±¢ pracy ograniczona jest
przez ε < 10−3. Przerywana linia na obu wykresach wskazuje pozycj¦ rezonansu zasobowego przewidzianego
przez ustawienie ν = 1 we wzorze (7). (b) Dostrajanie zasobów do rezonansu. Konwersja stanów
kwantowych przy wi¦zach LOCC dla n dwucz¡stkowych stanów ukªadów trzypoziomowych. Po lewej: war-
to±¢ funkcji niewierno±ci ε pomi¦dzy po»¡danym stanem ko«cowym |Φ〉⊗n a optymalnym stanem ko«cowym
osi¡galnym z |Ψ1〉⊗λn ⊗ |Ψ2〉⊗(1−λ)n. Ró»ne krzywe odpowiadaj¡ ró»nym liczbom przetwarzanych ukªadów
n ∈ {5, 10, . . . , 30} (po kolei, od n = 5 na samej górze do n = 30 na samym dole). Pozycja rezonansowego
czynnika zmieszania λ∗ (przerywana linia) mo»e by¢ znaleziona przy u»yciu wzoru (20). Po prawej: Opty-
malny wspóªczynnik konwersji r pomi¦dzy stanem pocz¡tkowym |Ψi〉⊗n a stanem ko«cowym |Φ〉⊗rn z bª¦dem
transformacji ograniczonym przez ε < 0.01. Ró»ne wykresy odpowiadaj¡ stanom pocz¡tkowym z równ¡ war-
to±ci¡ asymptotyczn¡ wspóªczynnika konwersji (przerywana linia), ale ró»nymi warto±ciami wspóªczynnika
odwracalno±ci ν′.

zasobu jest konwertowana na prac¦ poprzez wzbudzenie baterii. Perfekcyjny silnik, u»ywaj¡cy niesko«czenie
wielkiej substancji pracuj¡cej, n → ∞, i operuj¡cy ci¡gle z optymaln¡ wydajno±ci¡ Carnot, byªby w stanie
wykona¢ prac¦ równ¡ nWC , równ¡ zmianie energii swobodnej substancji pracuj¡cej. Poniewa» jednak n jest
maªe, �uktuacje energii w substancji pracuj¡cej nie s¡ zaniedbywalne w porównaniu ze ±redni¡ energi¡, i dla-
tego silnik dziaªa poza granic¡ termodynamiczn¡. Mo»na wtedy spodziewa¢ si¦ dwóch rodzajów efektów. Z
jednej strony, jako±¢ wykonanej pracy [46, 47] nie b¦dzie idealna, poniewa» cz¦±¢ �uktuuj¡cej energii zostanie
przeniesiona na bateri¦. Po lewej stronie Rys. 4a, zaprezentowano optymaln¡ jako±¢ pracy jako funkcj¦ Tc
i Tc′ dla silnika wykonuj¡cego prac¦ równ¡ W = 0.95WC na jedn¡ cz¡stk¦ substancji pracuj¡cej. Z drugiej
strony, je±li wymusimy by jako±¢ pracy byªa powy»ej pewnej progowej warto±ci, optymalna wydajno±¢ silnika
mo»e nie by¢ w stanie osi¡gn¡¢ wydajno±ci Carnot. Po prawej stronie Rys. 4a, wykre±lony jest optymalny
uªamek pracy WC , który mo»e zosta¢ wykonany na jedn¡ cz¡stk¦ substancji pracuj¡cej przy zaªo»eniu, »e
jako±¢ pracy jest wy»sza ni» ustalona warto±¢ progowa, znów w funkcji Tc i Tc′ . Na obu wykresach jasno
wida¢ rezonansowe linie (odpowiadaj¡ce dokªadnie warunkowi rezonansu ν = 1), wskazuj¡ce niemal idealn¡
jako±¢ pracy i wydajno±¢ niemal równ¡ wydajno±ci Carnot, co odpowiada odwracalnemu (a wi¦c pozbawio-
nemu dyssypacji) procesowi, który wykonany jest daleko poza granic¡ termodynamiczn¡ z wykorzystaniem
substancji pracuj¡cej o sko«czonym rozmiarze.

Po drugie, wyobra¹my sobie dost¦p do n dwucz¡stkowych spl¡tanych stanów czystych, ka»dy pocz¡tkowo
w stanie ρ1 lub ρ2, i potrzeb¦ przetworzenia ich w dany stan ko«cowy σ. Ponadto, zaªó»my, »e asymptotyczne
warto±ci zasobowe stanów ρ1 i ρ2 s¡ równe, tj. asymptotycznie mo»emy uzyska¢ tyle samo kopii stanu σ z
n kopii stanu ρ1, jak i z n kopii stanu ρ2. Asymptotyczna warto±¢ wspóªczynnika konwersji mo»e zosta¢
osi¡gni¦ta tak»e dla sko«czonych n, cen¡ tego jednak b¦dzie bª¡d transformacji ε. Bª¡d ten zale»y od
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parametru ν′, dlatego te» dla sko«czonych n stany ρ1 i ρ2 nie musz¡ ju» mie¢ tej samej warto±ci. Co wa»ne,
mo»e si¦ zdarzy¢, »e stany te s¡ niekompatybilne z σ w przeciwny sposób tak, »e parametr odwracalno±ci dla
ρ1 i σ b¦dzie mniejszy od 1, a dla ρ2 i σ b¦dzie wi¦kszy od 1. Zatem, bior¡c λn kopii stanu ρ1 i (1 − λ)n
kopii stanu ρ2, mo»na dostroi¢ stan pocz¡tkowy, by byª w rezonansie ze stanem ko«cowym, tj. by parametr
odwracalno±ci byª bliski 1. Po lewej stronie Rys. 4b, mo»emy zobaczy¢ jak takie dostrajanie redukuje o kilka
rz¦dów wielko±ci bª¡d transformacji pomi¦dzy stanami spl¡tanymi. Zwró¢my tu uwag¦ na to, »e efekt ten
jest znacznie silniejszy ni» redukcja bª¦du zwi¡zana ze zwi¦kszaniem liczby n przetwarzanych stanów, któr¡
mo»emy obserwowa¢ dla λ ∈ {0, 1}. Zamiast wymaga¢ transformacji z asymptotycznym wspóªczynnikiem
konwersji, mo»na te» wymóc, by bª¡d transformacji byª poni»ej pewnej progowej warto±ci ε. Tak jak przedtem,
mo»emy skupi¢ si¦ na zbiorze stanów {ρi}, które s¡ asymptotycznie równowa»ne, i zapyta¢ ile kopii stanu σ
mo»na otrzyma¢ z ρ⊗ni , przy bª¦dzie nie przekraczaj¡cym ε. Patrz¡c na wzór (19), widzimy »e wspóªczynnik
konwersji r powinien rosn¡¢ z n, osi¡gaj¡c asymptotyczn¡ warto±¢ szybciej dla stanów ρi, które s¡ bli»ej
rezonansu ze stanem σ. W rzeczy samej tak jest, co potwierdzaj¡ numeryczne wyniki zaprezentowane po
prawej stronie Rys. 4b.

Zwi¡zek z twierdzeniem o �uktuacji-dyssypacji. Twierdzenie o �uktuacji-dyssypacji jest fundamen-
talnym wynikiem �zyki statystycznej, który powi¡zaª odpowied¹ ukªadu na zaburzenie z �uktuacjami wªa-
sno±ci ukªadu w stanie równowagi termodynamicznej [48, 49]. W pracy [H12] wyprowadziªem wariant tego
twierdzenia w formalizmie teorii zasobów, gdzie bada si¦ optymalne przej±cia pomi¦dzy stanami w obecno-
±ci wi¦zów termodynamicznych. By to osi¡gn¡¢, skupiªem si¦ na procesach termodynamicznej destylacji,
w których pocz¡tkowy ukªad, skªadaj¡cy si¦ z asymptotycznie wielu nieoddziaªuj¡cych podukªadów, jest
przetransformowany (z pewnym dozwolonym bª¦dem) za pomoc¡ operacji termicznych w czysty stan wªasny
energii ukªadu ko«cowego. Przy tych zaªo»eniach, analogicznych do zaªo»e« z artykuªów [H4�H6], gªówne
wyniki pracy [H12] uchwycone s¡ przez dwa twierdzenia. Pierwsze z nich okre±la minimalny mo»liwy bª¡d
transformacji ε jako funkcj¦ ró»nicy energii swobodnych ∆F (mierzonych za pomoc¡ entropii wzgl¦dnej
D(·‖γ)) pomi¦dzy stanem pocz¡tkowym a po»¡danym stanem ko«cowym, oraz �uktuacji energii swobodnej
σ(F ) (mierzonej przez wariancj¦ entropii wzgl¦dnej V (·‖γ)) w stanie pocz¡tkowym:

ε = Φ

(
− ∆F

σ(F )

)
, (23)

gdzie, tak jak wcze±niej, Φ(x) oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. Powy»szy wzór
zostaª udowodniony dla ukªadów skªadaj¡cych si¦ z wielu niezale»nych podukªadów w dowolnych stanach
energetycznie niekoherentnych, a tak»e dla wielu niezale»nych podukªadów w tym samym stanie czystym
(niekoniecznie stanie wªasnym energii). Drugie twierdzenie (które u»ywa pierwszego w swoim dowodzie)
podaje dokªadn¡ relacj¦ pomi¦dzy �uktuacjami energii swobodnej σ(F ) w stanie pocz¡tkowym, a minimaln¡
ilo±ci¡ energii swobodnej Fdiss dyssypowan¡ w optymalnym termodynamicznym procesie destylacji (tj. Fdiss

jest ró»nic¡ mi¦dzy energi¡ swobodn¡ stanu pocz¡tkowego a faktycznego stanu ko«cowego ukªadu):

Fdiss = a(ε)σ(F ) (24)

gdzie

a(ε) = −Φ−1(ε)(1− ε) +
exp

(
−(Φ−1(ε))2

2

)
√

2π
. (25)

Twierdzenie to zostaªo udowodnione dla ukªadów skªadaj¡cych si¦ z wielu niezale»nych podukªadów w tym
samym stanie energetycznie niekoherentnym, a dla wielu niezale»nych podukªadów w tym samym stanie czy-
stym udowodniono, »e prawa strona wzoru (24) ogranicza z doªu wielko±¢ Fdiss. Interpretacja �zyczna tego
wyniku jest jasna i wprost odnosi si¦ do oryginalnego twierdzenia o �uktuacji-dyssypacji: kiedy ukªad jest
wypychany poza swój stan pocz¡tkowy (niekoniecznie stan termiczny) w jaki± stan ko«cowy, ilo±¢ dyssypowa-
nej energii swobodnej w tym procesie jest dokªadnie proporcjonalna do wielko±ci �uktuacji energii swobodnej
w stanie pocz¡tkowym. Innymi sªowy, to te �uktuacje s¡ odpowiedzialne za dyssypacj¦, tak samo jak w
pierwotnych pracach Einsteina i Smoluchowskiego o ruchach Browna [50, 51]. Przypomnijmy, »e rozwa»ano
tam cz¡stk¦ poruszaj¡c¡ si¦ poprzez ciecz, która odczuwa opór i przez to dyssypuje energi¦, a ¹ródªo oporu
(tj. wiele maªych molekuª cieczy ci¡gle bombarduj¡cych badan¡ cz¡stk¦) jest tym samym, co ¹ródªo losowych
�uktuacji poªo»enia cz¡stki w stanie równowagi termodynamicznej.
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4.3.2 Termodynamiczne konsekwencje zasady superpozycji

Optymalne przetwarzanie stanów z koherencj¡. Rezultaty otrzymane w pracy [H12] byªy tak»e u»yte
do wzmocnienia poprzednich wyników dotycz¡cych wydajno±ci wa»nych protokoªów termodynamicznych. Co
najwa»niejsze, dzi¦ki rozszerzeniu analizy do ukªadów w dowolnych stanach czystych, mogªem zbada¢ nie tylko
rol¦ termicznych �uktuacji energii, ale tak»e �uktuacji kwantowych, których ¹ródªem jest zasada superpo-
zycji. W szczególno±ci, dla stanów pocz¡tkowych zadanych przez n kopii dowolnego stanu czystego, |ψ〉⊗n,
obliczyªem optymaln¡ ilo±¢ pracy, któr¡ mo»na wydoby¢ z tego stanu, a tak»e optymaln¡ ilo±¢ informacji,
jak¡ mo»na w tym stanie zakodowa¢ bez u»ywania termodynamicznych zasobów. Pomimo zupeªnie ró»nej
natury tych stanów w porównaniu do stanów energetycznie niekoherentnych, wyprowadzone równania maj¡
t¦ sam¡ form¦ rozwini¦cia asymptotycznego drugiego rz¦du (tj. wyra»enia gdy n→∞ z czªonem poprawko-
wym skaluj¡cym si¦ jak 1/

√
n). Jedyna potrzebna zmiana w równaniach to zamiana energii swobodnej i jej

�uktuacji przez ±redni¡ energi¦ 〈E〉 i jej �uktuacje σ(E), gdzie

〈E〉 = N 〈ψ|H |ψ〉 , σ(E) =
√
N
(
〈ψ|H2 |ψ〉 − 〈ψ|H |ψ〉2

)
. (26)

Podsumowuj¡c, pokazaªem »e w re»imie wielu przetwarzanych ukªadów, analiza transformacji termodyna-
micznych stanów z koherencj¡ jest podobna do analogicznej analizy dla stanów energetycznie niekoherentnych.

Struktura termodynamicznego porz¡dku cz¦±ciowego. W pracy [H1] badaªem struktur¦ termodyna-
micznego uporz¡dkowania stanów nierównowagowych, która wyªania si¦, gdy zbiór dozwolonych transformacji
termodynamicznych zadamy przez wszystkie kanaªy kwantowe, które nie pozawalaj¡ na skonstruowanie per-
petuum mobile. Ka»dy taki kanaª GP E (z ang. Gibbs-preserving, zachowuj¡cy stan Gibbsa) speªnia E(γ) = γ,
a zbiór wszystkich kanaªów GP tworzy nadzbiór wcze±niej omawianych operacji termicznych. Kanaªy GP
koduj¡ struktur¦ termodynamicznej strzaªki czasu mówi¡c nam, w jakie stany mo»e wyewoluowa¢ dany stan
(oraz które stany mog¡ wyewoluowa¢ w niego) w zgodzie z zasadami termodynamiki. Innymi sªowy, kiedy-
kolwiek stan ρ mo»e swobodnie, tj. bez u»ywania dodatkowych zasobów termodynamicznych, wyewoluowa¢
w stan σ, to ρ poprzedza σ w termodynamicznym porz¡dku cz¦±ciowym. Zamiast skupia¢ si¦ na uporz¡d-
kowaniu indukowanym przez kanaªy GP pomi¦dzy poszczególnymi staniami, w pracy [H1] skupiªem si¦ na
globalnych wªasno±ciach termodynamicznej strzaªki czasu. B¦d¡c bardziej precyzyjnym, porz¡dek cz¦±ciowy
to bardzo ogólna struktura, badana przez dziaª matematyki zwany teori¡ porz¡dku [52], któr¡ de�niuj¡ trzy
wªasno±ci: zwrotno±¢, przechodnio±¢ i antysymetria. Poniewa» jest to tak szerokie i ogólne poj¦cie, nasuwa
si¦ oczywiste pytanie, czy porz¡dek termodynamiczny ma bardziej sztywn¡ lub szczególn¡ struktur¦. Inspi-
ruj¡c si¦ teorio-porz¡dkowymi ideami, w pracy [H1] skupiam si¦ na specjalnym rodzaju porz¡dku cz¦±ciowego
znanym jako krata, interpretuj¦ go z perspektywy termodynamicznej i przedstawiam dowody na to, »e zasada
superpozycji odpowiedzialna jest za nadanie dodatkowej struktury termodynamicznej strzaªce czasu.

Krata termodynamiczna. W celu zbadania porz¡dku termodynamicznego pomi¦dzy stanami ukªadu,
warto wprowadzi¢ poj¦cie sto»ków termicznych (patrz Rys. 5a). Zbiór stanów T+(ρ), w które stan ρ mo»e
zosta¢ przetworzony za pomoc¡ kanaªów GP, nazywany jest przyszªym sto»kiem termicznym stanu ρ. Ana-
logicznie, zbiór stanów T−(ρ), które mog¡ by¢ przetworzone w ρ za pomoc¡ kanaªów GP, nazywany jest
przeszªym sto»kiem termicznym stanu ρ. Nast¦pnie, dla dowolnych dwóch stanów ρ i σ, de�niujemy zbiór
T−(ρ, σ) = T−(ρ) ∩ T−(σ), tj. zbiór wszystkich stanów, których przyszªe sto»ki termiczne zawieraj¡ zarówno
ρ, jak i σ. Zbiór T−(ρ, σ) termodynamicznie interpretujemy jako zbiór stanów w przeszªo±ci, które mog¡
wyewoluowa¢ w zgodzie z termodynamiczn¡ strzaªk¡ czasu zarówno w ρ i w σ w tera¹niejszo±ci. Analogicznie
de�niujemy zbiór T+(ρ, σ) = T+(ρ) ∩ T+(σ), tj. zbiór wszystkich stanów, których przeszªe sto»ki termiczne
zawieraj¡ zarówno ρ, jak i σ. Podobnie interpretujemy T+(ρ, σ) jako zbiór stanów w przyszªo±ci, które mog¡
by¢ osi¡gni¦te w zgodzie z termodynamiczn¡ strzaªk¡ czasu zarówno z ρ i z σ w tera¹niejszo±ci. Je±li istnieje
takie τ− ∈ T−(ρ, σ), »e dla wszystkich τ ∈ T−(ρ, σ) mamy τ− ∈ T+(τ), to τ− nazywane jest sum¡ kratow¡ ρ i
σ, oznaczan¡ zwyczajowo przez ρ ∨ σ (patrz Rys. 5b). Notacja taka jest uzasadniona faktem, »e T+(τ−) jest
najmniejszym sto»kiem termicznym zawieraj¡cym T+(ρ) ∪ T+(σ). Termodynamicznie interpretujemy sum¦
kratow¡ ρ i σ jako unikalny stan3 w przeszªo±ci, który jest spójny z ρ i z σ w tera¹niejszo±ci, a tak»e spójny

3Tak naprawd¦ �unikalny stan� oznacza tu wªa±ciwie stan, który jest unikalny z dokªadno±ci¡ do relacji równowa»no±ci zadanej
przez stany, które s¡ wzajemnie mi¦dzy sob¡ osi¡galne za pomoc¡ kanaªów GP.
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Rysunek 5: (a) Sto»ki termiczne. Osi¡galno±¢ jednych stanów z innych za pomoc¡ kanaªów GP wpro-
wadza uporz¡dkowanie stanów kwantowych wzdªu» termodynamicznej strzaªki czasu. Stany, które mog¡ by¢
osi¡gni¦te z danego stanu ρ tworz¡ jego przyszªy sto»ek termiczny T+(ρ), natomiast stany, które mog¡ by¢
przetransformowane w ρ tworz¡ jego przeszªy sto»ek termiczny T−(ρ). (b) Wizualizacja sumy i iloczynu
kratowego. Po lewej: cz¦±¢ wspólna sto»ków termicznych stanów ρ i σ, oznaczona przez T−(ρ, σ), to zbiór
stanów, które mog¡ termodynamicznie wyewoluowa¢ zarówno w ρ, jak i w σ. Suma kratowa ρ ∨ σ to uni-
kalny stan nale»¡cy do T−(ρ, σ), który mo»e by¢ termodynamicznie osi¡gni¦ty z ka»dego stanu nale»¡cego do
T−(ρ, σ). Po prawej: cz¦±¢ wspólna przyszªych sto»ków termicznych stanów ρ i σ, oznacza przez T+(ρ, σ), to
zbiór stanów, w które mo»e termodynamicznie wyewoluowa¢ zarówno stan ρ, jak i σ. Iloczyn kratowy ρ ∧ σ
to unikalny stan nale»¡cy do T+(ρ, σ), który mo»e termodynamicznie wyewoluowa¢ w ka»dy stan nale»¡cy
do T+(ρ, σ).

ze wszystkimi mo»liwymi wspólnymi przeszªo±ciami stanów ρ i σ. Sum¦ kratow¡ mo»na tak»e widzie¢ jako
ekstremalny moment w przeszªej ewolucji ukªadu, w którym ukªad musiaª si¦ �zdecydowa¢�, czy ewoluowa¢
w stron¦ ρ, czy te» σ. Analogicznie, je±li istnieje takie τ+ ∈ T+(ρ, σ), »e dla wszystkich τ ∈ T+(ρ, σ) mamy
τ+ ∈ T−(τ), to τ+ nazywane jest iloczynem kratowym ρ i σ, oznaczanym zwyczajowo przez ρ ∧ σ (patrz
Rys. 5b). Notacja ta znowu uzasadniona jest przez fakt, »e T+(τ+) jest najwi¦kszym sto»kiem termicznym
zawartym w T+(ρ) ∩ T+(σ). Termodynamicznie interpretujemy iloczyn kratowy ρ i σ jako unikalny stan w
przyszªo±ci, który jest spójny z ρ i z σ w tera¹niejszo±ci, a tak»e spójny ze wszystkimi mo»liwymi wspólnymi
przyszªo±ciami ρ i σ. Iloczyn kratowy mo»na tak»e widzie¢ jako ekstremalny moment w przyszªej ewolucji
ukªadu, po którym ukªad �zapomina�, czy wyewoluowaª z ρ, czy te» z σ, poniewa» stan staje si¦ spójny z
oboma przeszªo±ciami.

W pracy [H1], zwracam uwag¦, »e w granicy niesko«czonej temperatury termodynamiczna strzaªka czasu
ma struktur¦ kraty, oraz podaj¦ bezpo±rednie wyra»enia na sum¦ i iloczyn kratowy dowolnych dwóch stanów.
Co istotne, struktura kraty wci¡» jest zachowana, gdy ograniczy si¦ rozwa»ania do podzbioru stanów klasycz-
nych, tj. stanów energetycznie niekoherentnych, które mo»na reprezentowa¢ za pomoc¡ wektora prawdopo-
dobie«stwa opisuj¡cego obsadzenia poziomów energetycznych. Dlatego te», gdy T →∞, zarówno klasyczna
jak i kwantowa strzaªka czasu ma struktur¦ kraty. Pokazuj¦ jednak te», »e ta struktura zanika w re»imie
klasycznym, gdy rozwa»ymy sko«czone temperatury. Co ciekawe, udowadniam tak»e, »e struktura kraty
mo»e przetrwa¢ w sko«czonych temperaturach, je±li rozwa»a¢ b¦dziemy peªny zbiór stanów kwantowych,
co sugeruje z kolei, i» koherencja kwantowa mo»e gra¢ istotn¡ rol¦ w zapewnieniu odpowiedniej struktury
termodynamicznej strzaªce czasu. By to osi¡gn¡¢, skupiªem si¦ na zbadaniu termodynamiki najprostszego
mo»liwego modelu kwantowego danego przez ukªad dwupoziomowy. W tym wypadku caªkowicie rozwi¡zaªem
problem konwersji pomi¦dzy stanami ukªadu za pomoc¡ kanaªów GP oraz pokazaªem, »e uzyskany porz¡dek
jest w istocie krat¡. Najpierw znalazªem przyszªy sto»ek termiczny T+(ρ) dla stanów kubitowych ρ. Na sferze
Blocha, jest on dany przez obszar zde�niowany przez obracanie wokóª osi z cz¦±ci wspólnej dwóch dysków,
D1(ρ) ∩D2(ρ), (zob. Rys. 6a), gdzie D1 i D2 zde�niowane s¡ nast¦puj¡co. Przypomnijmy, »e reprezentacja
na sferze Blocha stanu kubitowego ρ dana jest przez

ρ =
1 + rρ · σ

2
, (27)
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Rysunek 6: (a) Przyszªy sto»ek termiczny dla kubitów (zde�niowany przez kanaªy GP). Ogólny
stan kubitowy ρ oraz stan termiczny γ z rγ = (0, 0, 0.5) zaprezentowane na sferze Blocha. Dysk D1(ρ) od-
powiada zbiorowi stanów {σ} z R−(σ) ≤ R−(ρ), natomiast dysk D2(ρ) odpowiada zbiorowi stanów {σ} z
R+(σ) ≤ R+(ρ). Równo±ci osi¡gane s¡ na brzegach dysków. Zbiór stanów, do których ρ mo»e by¢ prze-
transformowane przez kanaªy GP, zadany jest przez cz¦±¢ wspóln¡ D1(ρ) ∩D2(ρ) (która mo»e by¢ tak»e
dowolnie obracana wokóª osi z). Po lewej: zmieszany stan pocz¡tkowy z rρ = (0.4, 0, 0.6). Po prawej: czy-
sty stan pocz¡tkowy z rρ = (0.6, 0, 0.8). (b) Termodynamiczna krata dla kubitów. Stan termiczny
γ oraz dwa stany ρ i ρ′ zaprezentowane na sferze Blocha. Po lewej: stany opisane przez rρ = (0.4, 0, 0.6),
rρ′ = (0.3, 0, 0.2), rγ = (0, 0, 0.5). Suma kratowa Ω dla stanów ρ i ρ′ le»y na przeci¦ciu okr¦gów Ci de�niuj¡-
cych dyski D1(ρ′) i D2(ρ), natomiast ich iloczyn kratowy ω le»y na przeci¦ciu okr¦gów Ci de�niuj¡cych dyski
D1(ρ) i D2(ρ′). Po prawej: stany opisane przez rρ = (0, 0,−0.8), rρ′ = (0.4, 0, 0.4), rγ = (0, 0, 0.2). Suma
kratowa Ω dla stanów ρ i ρ′ le»y na przeci¦ciu okr¦gów Ci de�niuj¡cych dyski D1(ρ) i D2(ρ) (i pokrywa si¦
ze stanem ρ), natomiast ich iloczyn kratowy ω le»y na przeci¦ciu okr¦gów Ci de�niuj¡cych dyski D1(ρ′) i
D2(ρ′) (i pokrywa si¦ ze stanem ρ′).

gdzie σ = (σx, σy, σz) oznacza wektor macierzy Pauliego. Nast¦pnie, ustawiamy sfer¦ Blocha tak, »eby wek-
tory Blocha rozwa»anego stanu ρ i stanu termicznego γ dane byªy przez rρ = (x, 0, z) i rγ = (0, 0, ζ). Dwa
dyski, D1(ρ) i D2(ρ), maj¡ wtedy promienie

R1(ρ) =
R−(ρ) + ζ2

1− ζ2
, R2(ρ) =

R+(ρ)− ζ2

1− ζ2
, (28)

oraz ±rodki w punktach

z1(ρ) = [0, 0, ζ(1 +R1(ρ))], z2(ρ) = [0, 0, ζ(1−R2(ρ))], (29)

gdzie
R±(ρ) =

√
(z − ζ)2 + x2(1− ζ2)± ζz. (30)

Suma i iloczyn kratowy dla stanów ρ i ρ′ s¡ teraz zde�niowane przy pomocy

ρmax
m = arg max{Rm(ρ), Rm(ρ′)}, ρmin

m = arg min{Rm(ρ), Rm(ρ′)}, (31)

dla m ∈ {1, 2}: suma kratowa dana jest przez stan le»¡cy na sferze Blocha na przeci¦ciu dwóch okr¦gów
de�niuj¡cych D1(ρmax

1 ) i D2(ρmax
2 ), a iloczyn kratowy zde�niowany jest analogicznie przez podmian¦ max na

min (zob. Rys. 6b).
Wreszcie, podkre±li¢ nale»y, »e istnienie kraty termodynamicznej nie tylko pogª¦biªoby nasze rozumienie

termodynamicznej strzaªki czasu (z unikaln¡ spójn¡ przyszªo±ci¡ i przeszªo±ci¡ dla ka»dego podzbioru stanów),
ale tak»e pozwoliªoby na u»ycie nowych narz¦dzi algebraicznych do studiowania termodynamiki. Mianowicie,
je±li termodynamiczny porz¡dek cz¦±ciowy ma struktur¦ kraty, to mo»e by¢ w peªni opisany przez struktur¦
algebraiczn¡ skªadaj¡c¡ si¦ ze zbioru stanów kwantowych i dwóch binarnych operacji ∨ oraz ∧, które speªniaj¡
nast¦puj¡ce aksjomaty dla wszystkich stanów ρ, σ, τ :

ρ ∨ σ = σ ∨ ρ, ρ ∨ (σ ∨ τ) = (ρ ∨ σ) ∨ τ, ρ ∨ (ρ ∧ σ) = ρ, (32)
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oraz kolejne trzy otrzymane przez podmian¦ w powy»szych wyra»eniach ∨ na ∧.

Proces wymazywania historii. Aby zapewni¢ �zyczn¡ interpretacj¦ powy»ej przedstawionych wyników,
oraz aby podkre±li¢ ró»nic¦ mi¦dzy przypadkami niesko«czonej i sko«czonej temperatury (a tak»e mi¦dzy sy-
tuacj¡ klasyczn¡ i kwantow¡), w pracy [H1] wprowadziªem i omówiªem poj¦cie procesu wymazywania historii.
Wyobra¹my sobie, »e dwa ró»ne zdarzenia mogªy zdarzy¢ si¦ �w przeszªo±ci�: ukªad mógª by¢ przygotowany
albo w stanie ρ, albo w stanie σ. Nast¦pnie ewoluowaª zgodnie z termodynamiczn¡ strzaªk¡ czasu do stanu τ ,
tj. kanaª GP przetransformowaª ukªad w stan τ . Pytamy teraz: czy da si¦ wywnioskowa¢ przeszªo±¢ ukªadu
(tj. czy byª on pocz¡tkowo przygotowany w stanie ρ czy σ) ze stanu tera¹niejszego τ? Je±li oba stany ρ i
σ nale»¡ do przeszªego sto»ka termicznego T−(τ), to jest to niemo»liwe i mówimy wtedy, »e historia-(ρ, σ)
zostaªa wymazana podczas ewolucji. Oczywi±cie, ka»da historia mo»e by¢ wymazana przez ewolucj¦, która
przeprowadza ukªad w stan równowagi termodynamicznej γ. Niekoniecznym jednak musi by¢, by system
stermalizowaª caªkowicie w γ, aby wymaza¢ jego histori¦. Dlatego te» pojawia si¦ nast¦puj¡ce pytanie: jak
daleko wzdªu» strzaªki czasu musi ewoluowa¢ ukªad, by jego stan staª si¦ spójny z dwoma mo»liwymi prze-
szªo±ciami, zadanymi przez stany ρ i σ? Aby rygorystycznie uchwyci¢ poj¦cie �daleko�, mo»emy zapyta¢:
o ile energia swobodna ukªadu musi spa±¢, aby wykasowa¢ histori¦-(ρ, σ)? Najprostszy przypadek to ten,
w którym obie potencjalne przeszªo±ci s¡ wzajemnie termodynamicznie uporz¡dkowane, powiedzmy ρ na-
le»y do przeszªego sto»ka termicznego σ. Wtedy, je±li ukªad przygotowany byª w stanie σ, to nie musi w
ogóle ewoluowa¢ (a jego energia swobodna nie musi si¦ zmniejsza¢), by wymaza¢ histori¦. W rzeczy samej,
obserwuj¡c ukªad w stanie σ, nie mogliby±my stwierdzi¢, czy zacz¡ª on w ρ i stermalizowaª do σ, czy te»
byª przygotowany w σ i w ogóle nie ewoluowaª (przypomnijmy, »e operacja identyczno±ci jest dozwolonym
termodynamicznie kanaªem GP). Ciekawszym przypadkiem jest, gdy ρ i σ nie s¡ uporz¡dkowane. Wtedy,
w ogólno±ci, mo»e istnie¢ wiele optymalnych stanów τ , które prowadz¡ do wymazania historii, tj. stanów,
które nale»¡ do przyszªego sto»ka termicznego obu stanów ρ i σ, ale których przeszªe sto»ki termiczne nie
zawieraj¡ stanów z tak¡ wªasno±ci¡. Je±li jednak porz¡dek termodynamiczny ma struktur¦ kraty, to istnieje
taki unikalny stan optymalny τ , zadany przez iloczyn kratowy ρ ∧ σ, który prowadzi do wymazania historii-
(ρ, σ). Fakt, i» w granicy niesko«czonej temperatury mamy do czynienia z krat¡ oznacza, »e gdy informacja
jest jedynym termodynamicznym zasobem (w tym sensie, »e nie ma znaczenia, który poziom energetyczny
jest obsadzony, a jedynie to, jak mocno zlokalizowany jest rozkªad obsadze«), to istnieje unikalny optymalny
proces wymazywania historii. Innymi sªowy, istnieje dobrze zde�niowany sposób na wymazanie historii tak,
by wszystkie termodynamiczne monotonny (jak energia swobodna) obni»yªy si¦ o minimaln¡ mo»liw¡ war-
to±¢. Z drugiej strony, w re»imie klasycznym w sko«czonych temperaturach, nie istnieje taki unikalny proces
wymazywania historii, a raczej wiele nierównowa»nych procesów, ka»dy optymalizuj¡cy spadek innego mo-
notonu termodynamicznego. Wreszcie, w przypadku ukªadów dwupoziomowych, je±li nie ograniczmy si¦ do
stanów klasycznych, to istnieje optymalny sposób na wymazanie historii-(ρ, σ), zadany przez iloczyn kratowy
ρ i σ. Zwró¢my uwag¦, »e dla dwóch klasycznych stanów, ich iloczyn kratowy zadany jest przez stan nie-
klasyczny z koherencj¡. Dlatego te» widzimy, »e dla ukªadu dwupoziomowego koherencja jest niezb¦dna dla
istnienia optymalnego procesu wymazywania historii w sko«czonych temperaturach, a zatem wykorzystuj¡c
koherencj¦ mo»na wymaza¢ klasyczn¡ histori¦ zu»ywaj¡c mniej energii swobodnej.

4.4 Wyniki dotycz¡ce wi¦zów pami¦ci

4.4.1 Optymalne przetwarzanie termodynamiczne bez pami¦ci

Markowskie procesy termiczne. Celem pracy [H14] byªo uchwycenie praw rz¡dz¡cych dozwolonymi
transformacjami termodynamicznymi przy zaªo»eniu, »e ukªad kwantowy oddziaªuje z ªa¹ni¡ ciepln¡ o tem-
peraturze T = 1/(kBβ) w bezpami¦ciowy (markowski) sposób. Warunek markowsko±ci zwyczajowo pojawia
si¦ przy mikroskopowych wyprowadzeniach dynamiki ukªadu kwantowego oddziaªuj¡cego z makroskopow¡
ªa¹ni¡ ciepln¡ w granicy sªabego sprz¦»enia [21, 53, 54]. Formalnie, ewolucja stanu ρ ukªadu jest wtedy
opisana równaniem GKSL (od nazwisk jego twórców: Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) o ogólnej
postaci [19, 20]:

dρ(t)

dt
= H(ρ(t)) + Lt(ρ(t)). (33)
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Pierwszy czªon, H, jest generatorem zamkni¦tej (odwracalnej) dynamiki kwantowej,

H(ρ) = −i[H, ρ], (34)

z [·, ·] oznaczaj¡cym komutator, [A,B] = AB − BA, oraz H b¦d¡cym (ubranym) Hamiltonianem ukªadu,
który tu zakªadamy jako niezale»ny od czasu. Drugi czªon, Lt, znany jest jako Lindbladian lub dyssypator i
generuje otwart¡ (nieodwracaln¡) dynamik¦ kwantow¡. Ma on nast¦puj¡c¡ ogóln¡ posta¢:

Lt(ρ) =
∑
i

ri(t)

(
Li(t)ρLi(t)

† − 1

2
{Li(t)†Li(t), ρ}

)
, (35)

z {·, ·} oznaczaj¡cym antykomutator, {A,B} = AB +BA, Li(t) b¦d¡cymi zale»nymi od czasu operatorami
skoków, a ri(t) zale»nymi od czasu, nieujemnymi szybko±ciami skoków. Podczas gdy dla ogólnego Lindbla-
dianu jedynym wymaganiem jest nieujemno±¢ ri, Lindbladiany wynikaj¡ce z oddziaªywa« ukªadu kwantowego
z du»¡ ªa¹ni¡ ciepln¡ maj¡ tak»e nast¦puj¡ce standardowe wªasno±ci [21, 53, 54]:

(P1) Stacjonarny stan termiczny. Gibbsowski stan równowagi termodynamicznej γ (zadany przez wzór (1)
z H zamiast HB) jest stacjonarnym rozwi¡zaniem równania ewolucji, tj.

∀t : Ltγ = 0. (36)

(P2) Kowariancja. Lindbladian Lt komutuje z generatorem dynamiki hamiltonowskiej H dla wszystkich
czasów t, tj.

∀ρ : Lt(H(ρ)) = H(Lt(ρ)). (37)

Dynamik¦ kwantow¡ generowan¡ przez równanie GKLS dane wzorem (33) oraz speªniaj¡ce wªasno±ci (P1)-
(P2) nazywamy markowskim procesem termicznym. Innymi sªowy, kanaª kwantowy E jest MTP (z ang. Mar-
kovian thermal process), je±li uzyskany jest w wyniku scaªkowania równania (33) pomi¦dzy czasem 0 a
tf ∈ [0,+∞], z Lindbladianem Lt speªniaj¡cym wªasno±ci (P1)-(P2). Kanaªy te tworz¡ standardowy opis
termalizacji w termodynamice kwantowej oraz poza ni¡ (zob. np. dyskusj¦ w sekcji 3.1 pracy [54]), i s¡
gªównym tematem pracy [H14].

Mimo i» nie da si¦ ªatwo scharakteryzowa¢ wszystkich sytuacji �zycznych, które mo»na zamodelowa¢ przy
wykorzystaniu MTP, sytuacje takie zdarzaj¡ si¦ typowo. Kluczowym faktem, o którym nale»y pami¦ta¢, jest
to, »e MTP s¡ efektywnym modelem, który pojawia si¦ po zastosowaniu powszechnie u»ywanych przybli»e«
(takich jak przybli»enie wiekowe, czy pomini¦cie przesuni¦cia Lamba) i w odpowiednim ukªadzie odniesie-
nia (zwykle: w wiruj¡cym ukªadzie odniesienia). Dla konkretnego przykªadu, rozwa»my typow¡ sytuacj¦
kwantowego silnika cieplnego z substancj¡ pracuj¡c¡ o dyskretnym spektrum i w granicy sªabego sprz¦»enia.
Zwyczajowo dyssypatory dziaªaj¡ wtedy tylko przez pewien czas, a potem s¡ nagle zmieniane na inne, zgod-
nie z okre±lonym harmonogramem. Jest to szczególna wersja równania (35) z Li(t) ≡ Li, ri(t) danymi przez
odpowiednie funkcje skokowe, oraz H (w przybli»eniu) staªym po odrzuceniu maªego przesuni¦cia Lamba.
Co wa»ne, to nie tylko ciekawa klasa przykªadów: jak pokazaªem w pracy [H14], tego typu ograniczona kon-
trola skokowa jest wystarczaj¡ca by zrealizowa¢ ka»d¡ transformacj¦ MTP. Dlatego te» do ka»dej sytuacji,
która mo»e by¢ formalnie zamodelowana przez równanie (33) z wªasno±ciami (P1)-(P2) (z lub bez zale»no-
±ci od czasu Lt), mo»emy zastosowa¢ wyniki otrzymane w pracy [H14]. Sytuacje te to np. modelowanie
niekoherentnego szumu w komputerze kwantowym, czy efektywne modele opisuj¡ce �uorescencj¦ i inne nie-
radiacyjne kanaªy zaniku w atomach, molekuªach i nanostrukturach [55]. Co wi¦cej, korzystaj¡c z dobrze
znanej formalnej równowa»no±ci pomi¦dzy termodynamik¡ a innymi modelami dyssypacji [56] (np. depola-
ryzacja i tªumienie amplitudy w teorii kwantowej informacji mo»e by¢ widziane jako szczególne przypadki
markowskich procesów termicznych z β → 0 i β →∞), wyniki pracy [H14] mog¡ by¢ tak»e wykorzystane
poza oczywistymi sytuacjami termodynamicznymi.

Kompletny zbiór zasad. Jednym z gªównych pyta« dotycz¡cych transformacji termodynamicznych w
obecno±ci wi¦zów pami¦ci jest: które stany ko«cowe ρ(tf ) s¡ osi¡galne z danego stanu pocz¡tkowego ρ(0) za
pomoc¡ markowskich procesów termicznych? Je±li istnieje taki proces mapuj¡cy ρ(0) w ρ(tf ), oznacza¢ to
b¦dziemy przez

ρ(0)
MTP7−→ ρ(tf ). (38)
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Gªównym wkªadem pracy [H14] jest znalezienie kompletnego zbioru warunków pozwalaj¡cych odpowiedzie¢
na to pytanie, gdy ρ(tf ) jest blokowo-diagonalne w bazie energii (tzn. gdy jest stanem energetycznie nieko-
herentnym). Z powodu wªasno±ci (P2), badany problem mo»na zredukowa¢ do problemu dotycz¡cego tylko
rozkªadów energii (obsadze«):

p(0)
MTP7−→ p(tf ). (39)

Wa»nym jest tu fakt, »e otrzymane rozwi¡zanie speªnia dwa dezyderaty:

(D1) Sko«czona wery�kowalno±¢. Zwery�kowanie, czy p(0)
MTP7−→ p(tf ) dla dowolnych stanów pocz¡tko-

wych i ko«cowych wymaga sprawdzenia tylko sko«czonej liczby warunków.

(D2) Konstruowalno±¢. Kiedykolwiek p(0)
MTP7−→ p(tf ), istnieje przepis (wykorzystuj¡cy sekwencj¦ elemen-

tarnych operacji) na skonstruowanie markowskiego procesu termicznego realizuj¡cego to przej±cie.

Powy»sze wymagania s¡ kluczowe dla efektywnego wykorzystania otrzymanych wyników, a typowo nie s¡
speªnione w innych podej±ciach teorii zasobów.

Ci¡gªa termomajoryzacja. Pierwszym krokiem w stron¦ znalezienia kompletnego zbioru zasad rz¡dz¡-
cych transformacjami MTP byªo wprowadzenie uogólnionego wariantu porz¡dku termomajoryzacyjnego�γ [17,
27]. Mówimy, »e wektor prawdopodobie«stwa p ci¡gle termomajoryzuje q, co oznaczamy przez p Ïγ q, je±li
istnieje ci¡gªy zbiór wektorów prawdopodobie«stwa r(t) dla t ∈ [0, tf ) taki, »e

1. r(0) = p,

2. ∀ t1, t2 ∈ [0, tf ) : t1 ≤ t2 ⇒ r(t1) �γ r(t2),

3. r(tf ) = q.

Rodzin¦ wektorów prawdopodobie«stwa r(t) speªniaj¡c¡ powy»sze warunki nazywamy trajektori¡ termomajo-
ryzacyjn¡ mi¦dzy p a q. Znaczenie ci¡gªej termomajoryzacji dla transformacji przy pomocy MTP uchwycone
jest przez nast¦puj¡cy wynik udowodniony w pracy [H14]:

p(0)
MTP7−→ p(tf ) ⇐⇒ p(0) Ïγ p(tf ). (40)

Uniwersalno±¢ elementarnych termalizacji. Drugim krokiem byªo ustalenie, »e dla ka»dej pary wek-
torów prawdopodobie«stwa speªniaj¡cych p(0) Ïγ p(tf ), istnieje szczególnie prosta trajektoria termomajo-
ryzacyjna. Skonstruowana jest ona przy pomocy elementarnych termalizacji, z których ka»da dziaªa tylko na
dwóch poziomach energetycznych (i, j) i dana jest przez ekstremalnie proste markowskie równania resetuj¡ce,

dpi
dt

=
1

τ

(
γi

γi + γj
(pi + pj)− pi

)
,

dpj
dt

= −dpi
dt
.

które opisuj¡ wykªadnicz¡ relaksacj¦ do stanu równowagi:

pi,j(t) = e−t/τpi,j(0) +Nij(0)(1− e−t/τ )γi,j . (42)

Powy»ej xi,j(t) := (xi(t), xj(t)) aNij = pi(0)+pj(0). Mo»emy to tak»e zapisa¢ formalnie za pomoc¡ równania
macierzowego

pi,j(t) = T i,j(λt)p
i,j(0) (43)

gdzie λt = 1− e−t/τ oraz

T i,j(λ) =

[
(1− λ) + λγi

γi+γj
λ γi
γi+γj

λ
γj

γi+γj
(1− λ) + λγi

γi+γj

]
. (44)

Transformacje te wyró»niaj¡ si¦ swoj¡ formaln¡ prostot¡ � s¡ to procesy stochastyczne z termicznym punktem
staªym na dwóch poziomach, które mo»na zrealizowa¢ za pomoc¡ markowskiego równania ewolucji. Co
wi¦cej, pojawiaj¡ si¦ one naturalnie w rozmaitych podej±ciach do kwantowej termodynamiki [57�59], gdzie
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cz¦sto u»ywa si¦ ich jako cegieªek buduj¡cych bardziej zªo»one protokoªy [60�62]. Znaczenie elementarnych
termalizacji dla transformacji MTP zostaªo udowodnione w pracy [H14] przez dowiedzenie nast¦puj¡cego
wyniku:

p(0) Ïγ p(tf ) ⇐⇒ p(tf ) = T if ,jf (λf ) . . . T i1,j1(λ1)p(0), (45)

tj. elementarne termalizacje tworz¡ uniwersalny zbiór operacji w tym sensie, »e kiedykolwiek istnieje jaka±
trajektoria termomajoryzacyjna ª¡cz¡ca p(0) i p(tf ), to istnieje tak»e taka trajektoria zde�niowana za pomoc¡
elementarnych termalizacji.

Drugie prawa termodynamiki w re»imie markowskim. �¡cz¡c ze sob¡ wyniki ze wzorów (40) i (45),
mo»emy ustali¢ równowa»no±¢ pomi¦dzy istnieniem markowskiego kanaªu termicznego mi¦dzy dwoma blokowo-
diagonalnymi stanami opisanymi przez wektory prawdopodobie«stwa p i q, a istnieniem sko«czonej sekwencji
elementarnych termalizacji pomi¦dzy tymi dwoma wektorami:

p(0)
MTP7−→ p(tf ) ⇐⇒ p(tf ) = T if ,jf (λf ) . . . T i1,j1(λ1)p(0). (46)

Co wi¦cej, w pracy [H14] pokazaªem jak, bez straty ogólno±ci, mo»na ograniczy¢ wi¦kszo±¢ z powy»szych
elementarnych termalizacji do sko«czonej klasy peªnych termalizacji z λ = 1. W wyniku tego otrzymano
sko«czon¡ liczb¦ warunków do zwery�kowania, a wi¦c dezyderat (D1) zostaª speªniony. Ponadto, kiedykol-
wiek warunki te s¡ speªnione, wiadomo dokªadnie jak skonstruowa¢ MTP pomi¦dzy p(0) a p(tf ) u»ywaj¡c
elementarnych termalizacji, a wi¦c dezyderat (D2) zostaª tak»e speªniony. Aby przedstawi¢ warunki, o któ-
rych mowa, potrzeba nam najpierw wprowadzi¢ nast¦puj¡ce dwa poj¦cia. Po pierwsze, γ-uporz¡dkowanie
π(p) danego wektora p jest tak¡ zmian¡ kolejno±ci {1, . . . , d}, która sortuje pi/γi nierosn¡co. Po drugie,
szereg wektorów γ-uporz¡dkowa« {πk} nazywamy kanonicznym, gdy πk i πk+1 ró»ni¡ si¦ tylko o transpo-
zycj¦ s¡siaduj¡cych elementów, a ka»de γ-uporz¡dkowanie pojawia si¦ co najwy»ej raz. Gªównym wynikiem
pracy [H14] jest nast¦puj¡cy przepis. Maj¡c dane p i q, znajd¹my najpierw wszystkie kanoniczne szeregi
{πk}Nk=1 z π1 = π(p) i πN = π(q). Dla ka»dego takiego szeregu, skonstruujmy nast¦pnie stan

f :=

N−1∏
k=1

T ik,jk(1)p, (47)

gdzie T ik,jk(1) s¡ peªnymi elementarnymi termalizacjami z λ = 1 oraz poziomami ik, jk okre±lonymi przez

skªadowe, na których πk i πk+1 si¦ ró»ni¡. Wreszcie, relacja p MTP7−→ q zachodzi wtedy, i tylko wtedy, gdy
przynajmniej dla jednego f mamy

f �γ q. (48)

Na Rys. 7 zilustrowano, jak zwery�kowa¢ powy»szy kompletny zbiór warunków (drugich praw termodyna-
miki w re»imie markowskim) dla prostego przypadku ukªadu o d = 3 poziomach. Ponadto, w pracy [H14]
szczegóªowo wytªumaczono, jak zbudowa¢ algorytm wery�kuj¡cy otrzymane warunki dla dowolnego d oraz
zamieszczono kod realizuj¡cy go przy pomocy oprogramowania Mathematica [63].

Optymalizacja termalizacji. Narz¦dzia matematyczne wprowadzone w artykule [H14] zostaªy zastoso-
wane w pracy [H15] do rozwi¡zania problemów optymalizacji dotycz¡cych chªodzenia, wykonywania pracy
oraz katalizy, a tak»e do skwanty�kowania mocy pami¦ci (tj. niemarkowskiej dynamiki) do zwi¦kszenia
wydajno±ci tych protokoªów termodynamicznych. Na pocz¡tku zanalizowaªem istotne z perspektywy ekspe-
rymentalnej algorytmiczne protokoªy chªodzenia za pomoc¡ ªa¹ni cieplnej (protokoªy HBAC, z ang. heat-bath
algorithmic cooling protocols [64�68]), których celem jest osi¡gni¦cie najwi¦kszego mo»liwego ochªodzenia da-
nego ukªadu za pomoc¡ protokoªu skªadaj¡cego si¦ z nast¦puj¡cych dwóch kroków. W pierwszym kroku
wykonuje si¦ ewolucj¦ unitarn¡ danego ukªadu i ukªadów pomocniczych w stanie termicznym. W drugim
kroku, ukªady te oddziaªuj¡ z makroskopow¡ ªa¹ni¡ ciepln¡. Oba kroki powtarza si¦ wielokrotnie, a ich
eksperymentalne realizacje zostaªy zademonstrowane m.in. w architekturach nuklearnego rezonansu magne-
tycznego (ciaªostaªowego i ciekªego), puªapek jonowych oraz optyki kwantowej [68]. W jednym z bardziej
znanych protokoªów PPA (z ang. partner pairing algorithm) [69], oddziaªywanie z otoczeniem jest zwyczajnie
zadane przez resetowanie pomocniczych ukªadów do stanu termicznego. Przez dªugi czas byª to najlepszy
znany sposób, a» do wprowadzenia protokoªu SRΓ (z ang. state-reset-Γ) [70]. Oparty jest on o j¡drowy
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Rysunek 7: Stany osi¡galne za pomoc¡ MTP dla d = 3. (a) Sympleks reprezentuj¡cy prze-
strze« obsadze« (wektorów prawdopodobie«stwa) dla ukªadów o 3 poziomach z obszarami o ustalonych
γ-uporz¡dkowaniach opisanymi przez {·, ·, ·}. Optymalne ±cie»ki ª¡cz¡ce p o γ-uporz¡dkowaniu {3, 2, 1} ze
stanami f1, f2 o γ-uporz¡dkowaniu {1, 2, 3} otrzymuje si¦ poprzez elementarne termalizacje T i,j (ozna-
czone czerwonymi i niebieskimi strzaªkami). Zbiór stanów z γ-uporz¡dkowaniem {1, 2, 3} osi¡galny z p przez
markowskie operacje termiczne uzyskuje si¦ jako sum¦ zbiorów stanów q termomajoryzowanych przez f1

oraz stanów q termomajoryzowanych przez f2. W tym przykªadzie stan termiczny zostaª wybrany jako
γ = [1/3, 1/3, 1/3], co odpowiada granicy niesko«czonej temperatury. (b) Szary obszar oznacza zbiór sta-
nów osi¡galnych z p za pomoc¡ markowskich operacji termicznych, gdy stan termiczny dany jest przez
γ = [1/2, 1/3, 1/6]. Elementarne termalizacje T i,j , które caªkowicie termalizuj¡ pary poziomów i oraz j (a
których dziaªanie oznaczone jest czerwonymi i niebieskimi strzaªkami), graj¡ gªówn¡ rol¦ w sekwencji wyma-
ganych operacji.

efekt Overhausera i polega na resecie w podprzestrzeni {|00 . . . 0〉, |11 . . . 1〉} stanów energetycznych bada-
nego ukªadu i ukªadów pomocniczych, wymaga wi¦c kolektywnych oddziaªywa«, które prowadz¡ do lepszego
chªodzenia. Zwró¢my uwag¦, »e w obu protokoªach oddziaªywanie z ªa¹ni¡ zadane jest przez MTP. Mo»na
zatem zapyta¢: czy protokóª SRΓ jest optymalny, czy te» mo»na by go jeszcze jako± ulepszy¢ przy podobnej
kontroli za pomoc¡ lepiej dobranej dynamiki termalizuj¡cej? W pracy [H15] pokazuj¦, »e formalizm wypraco-
wany w artykule [H14] algorytmicznie zwraca protokóª SRΓ jako najlepszy mo»liwy protokóª HBAC uzyskany
przy pomocy MTP w przypadku kubitowego ukªadu chªodzonego i kubitowego ukªadu pomocniczego. Nie
tylko jest to wcze±niej nieznany wynik, ale tak»e przykªad na to, jak przej±¢ od zgadywania formy protokoªów
chªodzenia do ich rygorystycznej optymalizacji.

Nast¦pnie, w pracy [H15] zaj¡ªem si¦ analiz¡ podstawowego protokoªu ekstrakcji (wykonywania) pracy.
Praca w termodynamice kwantowej jest cz¦sto traktowana jako zmienna losowa, problemem dla mikrosko-
powych ukªadów jest jednak to, »e ±rednie mog¦ by¢ tego samego rz¦du co �uktuacje [46]. Dlatego te»
sporo uwagi w literaturze po±wi¦cono sposobom ich uwzgl¦dniania i kontrolowania [17, 46, 71, 72]. W szcze-
gólno±ci, protokoªy ekstrakcji pracy typu single-shot gwarantuj¡ wykonanie pracy w ilo±ci co najmniej W
z prawdopodobie«stwem niepowodzenia ε. To znaczy, maj¡c dany ukªad S i dost¦p do ªa¹ni cieplnej E o
temperaturze T = 1/(kBβ), zadaniem jest deterministyczne wzbudzenie ukªadu-baterii B, przygotowanej w
stanie wªasnym energii E0, przez przerw¦ energetyczn¡ W . Je±li prawdopodobie«stwo tego, »e B na ko«cu
protokoªu ma energi¦ E0 + W , wynosi co najmniej 1 − ε, to mówimy o ekstrakcji ε-deterministycznej pracy
W [17]. Optymalny bª¡d ε przy wykorzystaniu procesów termicznych (TP, z ang. thermal processes), tj.
wszystkich procesów speªniaj¡cych (P1)-(P2) ale niekoniecznie bezpami¦ciowych, mo»na obliczy¢ za pomoc¡
warunków termomajoryzacyjnych z pracy [17]. Jednak je±li nasza kontrola ograniczona jest tylko do procesów
typu MTP, to optymalny bª¡d εMTP(W ) powinien by¢ wyliczony za pomoc¡ algorytmu z pracy [H14]. Jak
pokazano na Rys. 8a, dost¦p do pami¦ci dramatycznie zmniejsza minimalny osi¡galny bª¡d dla danego W .
Zwró¢my uwag¦, »e εMTP(W ) pozostaje bardzo wysokie nawet w granicy W → 0, co dowodzi, »e konwersja
nierównowagowych zasobów w deterministyczn¡ prac¦ wymaga albo kontroli nad spektrum energetycznym
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Rysunek 8: (a) Ekstrakcja ε-deterministycznej pracy z ukªadu dwupoziomowego. Minimalny bª¡d
ε jako funkcja pracy W wykonanej przez ukªad dwupoziomowy z przerw¡ energetyczn¡ ∆ i przygotowany
w stanie termicznym o temperaturze 1/βS mniejszej ni» temperatura otoczenia 1/βE (przyj¦to kB = 1).
Oddziaªywanie ukªadu z otoczeniem modelowane jest przez procesy typu TP lub MTP. Wykorzystane para-
metry: βS∆ = 2 oraz βE∆ = 1. (b) Optymalne chªodzenie ukªadu czteropoziomowego. Optymalna
zmiana obsadzenia stanu podstawowego δpopt

0 dla czteropoziomowego ukªadu kwantowego pocz¡tkowo w
równowadze z otoczeniem o temperaturze 1/β za pomoc¡ jednej rundy protokoªu HBAC, skªadaj¡cego si¦ z
unitarnej inwersji obsadze« oraz optymalnego procesu typu TP lub MTP. Poziomy energetyczne ukªadu s¡
równo odlegªe, z najmniejsz¡ przerw¡ energetyczn¡ równ¡ ∆.

ukªadu (jak to zrobiono w pracach [46, 60]), albo musi polega¢ na efektach pami¦ci. W podobny sposób
mo»na znale¹¢ dowody na rol¦ pami¦ci w ulepszaniu wydajno±ci procesów chªodzenia. Rozwa»my ukªad
pocz¡tkowo w równowadze termodynamicznej z otoczeniem oraz zadanie ochªodzenia go poprzez maksy-
malizacj¦ obsadzenia stanu podstawowego za pomoc¡ jednej rundy protokoªu HBAC. W pierwszym kroku
optymalnie jest unitarnie odwróci¢ obsadzenia (dla stanu termicznego obsadzenia zmniejszaj¡ si¦ z rosn¡c¡
energi¡, po odwróceniu zachowuj¡ si¦ odwrotnie); w drugim za± kroku powinni±my optymalnie sprz¡c ukªad
z ªa¹ni¡, by zmaksymalizowa¢ obsadzenie stanu podstawowego. Optymalizacj¦ znowu mo»na wykona¢ po
wszystkich procesach typu TP lub MTP, a ró»nica w wydajno±ci kwanty�kuje zwi¦kszenie mocy chªodzenia
dzi¦ki efektom pami¦ci. Zilustrowano to na Rys. 8b dla czteropoziomowego ukªadu z równo oddalonymi
poziomami energetycznymi.

Co wi¦cej, nie jeste±my ograniczeni tylko do badania ró»nicy wydajno±ci protokoªów termodynamicznych
z i bez efektów pami¦ci, ale mo»emy tak»e interpolowa¢ pomi¦dzy tymi dwoma skrajnymi przypadkami. Pro-
blem ten wi¡»e si¦ ze znanym w termodynamice tematem katalizy [73�75]. Kataliza to zjawisko, w którym
pewna transformacja p 7→ q jest mo»liwa tylko z pomoc¡ dodatkowego ukªadu c (katalizatora graj¡cego
rol¦ pami¦ci), który pod koniec protokoªu musi wróci¢ do stanu pocz¡tkowego nie b¦d¡c skorelowanym z
ukªadem, tj. p⊗ c 7→ q ⊗ c. Aby to zilustrowa¢, rozwa»my ukªad dwupoziomowy przygotowany pocz¡tkowo
w temperaturze dwa razy wy»szej od temperatury otoczenia. Przy pomocy MTP bez katalizatora, ukªad
mo»e by¢ schªodzony co najwy»ej do temperatury otoczenia [76, 77]. Algorytm z pracy [H14] pokazuje,
»e ju» dwupoziomowy katalizator termiczny pozwala na schªodzenie badanego ukªadu poni»ej temperatury
otoczenia, pokazuj¡c tym samym, »e kataliza jest u»yteczna nie tylko w abstrakcyjnych problemach teorii
zasobów [73�75], ale tak»e w kontek±cie markowskiej dynamiki opisuj¡cej standardowe modele termalizacji.
Ponadto, inaczej ni» w przypadku wcze±niejszych podej±¢, algorytm zwraca konkretny zbiór operacji pozwa-
laj¡cych na realizacj¦ protokoªu. Rozwi¡zuje to jeden z gªównych problemów, które dotychczas przeszkadzaªy
w wykorzystaniu ogólnych wyników dotycz¡cych katalizy do projektowania eksperymentalnych protokoªów
termodynamicznych.

Kompletny zbiór warunków na produkcj¦ entropii. Wyniki prac [H14, H15] mog¡ by¢ tak»e wyko-
rzystane by znacz¡co wzmocni¢ standardowy wynik dotycz¡cy produkcji entropii,

dΣ(t)

dt
=
dS(t)

dt
− βJ(t) ≥ 0, (49)
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gdzie S(t) := −Tr (ρ(t) log ρ(t)) to entropia von Neumanna, J := Tr (Hdρ(t)/dt) jest przepªywem ciepªa do
ukªadu, a ρ(t) to stan ukªadu oddziaªuj¡cego z ªa¹ni¡ ciepln¡ w bezpami¦ciowy sposób. W szczególno±ci, udo-
wodniªem »e dla dowolnej dobrze zachowuj¡cej si¦ funkcji wypukªej h : R→ R, h-dywergencja zde�niowana
przez

Σh(t) = −
d∑
i=1

γih

(
pi(t)

γi

)
, (50)

musi monotonicznie rosn¡¢, dΣh(t)/dt ≥ 0. Dla ka»dego wyboru h, powy»sza nierówno±¢ skutkuje warunkiem
na produkcj¦ uogólnionej entropii (GEP, z ang. generalized entropy production). Wybieraj¡c h(x) = x log(x)
otrzymujemy: dΣd(t)/dt = dSd(t)/dt − βJ(t) ≥ 0, gdzie Sd(t) = −∑i pi(t) log pi(t) jest nazywane entropi¡
diagonaln¡ [78]. Odtwarza to wynik, który niedawno pojawiª si¦ w pracy [79], a tak»e mo»e by¢ wykorzy-
stane do wyprowadzenia standardowej nierówno±ci na produkcj¦ entropii ze wzoru (49). Dlatego te» forma-
lizm GEP implikuje standardowe wyniki dotycz¡ce produkcji entropii. Wybieraj¡c h(x) = sgn(α)xα/(α− 1)
dla α ∈ R, otrzymujemy dΣα(t)/dt ≥ 0, gdzie Σα(t) = −Sα(p(t)‖γ) jest entropi¡ wzgl¦dn¡ Rényiego.
Odtwarza to �drugie prawa� z pracy [73] w bardziej rygorystycznej postaci. W przeciwie«stwie do wa-
runków na punkty ko«cowe ewolucji (stan pocz¡tkowy i ko«cowy) z pracy [73], wi¦zy wyprowadzone tu
mówi¡, »e wszystkie Σα musz¡ monotonicznie rosn¡¢ na caªej trajektorii stanów p(t), przez które ewoluuje
ukªad. Gdy γ jest rozkªadem jednorodnym (granica niesko«czonej temperatury), powy»sze warunki redu-
kuj¡ si¦ do wzrostu wszystkich entropii Rényiego [80]. Inn¡ wa»n¡ klas¦ nierówno±ci GEP mo»na otrzyma¢
przez wzi¦cie hq(x) = sgn(q)(1 − xq)/(1 − q), co skutkuje w dΣTq (t)/dt ≥ 0, z ΣTq (t) = −STq (p(t)‖γ) i
STq (p‖γ) := sgn(q)(

∑
i p
q
i γ

1−q
i − 1)/(q − 1) b¦d¡cymi entropiami wzgl¦dnymi Tsallisa. Entropie Tsallisa,

dobrze znane w nieekstensywnej mechanice statycznej i teorii informacji [81�83], zostaj¡ odtworzone w przy-
padku granicy niesko«czonej temperatury. Praca [H15] rozszerza zatem wyniki pracy [84] do dowolnych
sko«czonych temperatur. Wreszcie, bior¡c h(x) = − log x otrzymujemy −dV(t)/dt ≥ 0, z V(t) = −S(γ‖p(t))
b¦d¡cym `wakatem', peªni¡cym gªówn¡ rol¦ w ograniczeniach transformacji w bardzo niskich temperaturach,
jak pokazano w pracy [85].

Wyprowadzone nierówno±ci GEP zawieraj¡ w sobie bogactwo ró»norodnych wyników jako cz¦±¢ ujedno-
liconego formalizmu. Jednocze±nie pojawia si¦ pytanie: czy istnieje rodzina warunków entropowych, które
implikuj¡ wszystkie pozostaªe? Twierdz¡ca odpowied¹ na to pytanie zostaªa znaleziona w pracy [H14] i mo»na
j¡ intepretowa¢ jako rodzaj uogólnionego twierdzenia H Boltzmanna. Mianowicie, wszystkie nierówno±ci GEP
wynikaj¡ z monotonicznego wzrostu nast¦puj¡cych funkcji

Σa(t) := −
d∑
i=1

∣∣∣∣pi(t)− a γiγd
∣∣∣∣ , a ∈ [0, 1]. (51)

Co wi¦cej, je±li istnieje trajektoria ª¡cz¡ca p(0) z p(tf ) i taka, »e wszystkie Σa wzdªu» niej rosn¡, to istnieje
operacja typu MTP transformuj¡ca p(0) w p(tf ). Zatem Σa nie tylko zapewnia kompletny zbiór nierówno±ci,
ale tak»e gwarantuje istnienie �zycznej realizacji procesu, inaczej ni» standardowy wynik dotycz¡cy dodatniej
produkcji entropii, który takiego istnienia nie gwarantuje.

4.4.2 Przewaga kwantowa dla procesów bezpami¦ciowych

Ewolucje stochastyczne kwantowo-zanurzalne. Podczas gdy artykuªy [H14, H15] po±wi¦cone byªy
wi¦zom pami¦ci w kontek±cie termodynamicznym, w pracy [H9] skupiªem si¦ na wi¦zach pami¦ci samych w
sobie (tzn. na dynamice opisanej wzorem (33), ale niekoniecznie z termodynamicznymi wªasno±ciami (P1)-
(P2)). W szczególno±ci, porównaªem moc klasycznych i kwantowych procesów bezpami¦ciowych pokazuj¡c, »e
te drugie s¡ w stanie symulowa¢ dynamik¦, która klasycznie wymaga pami¦ci. W ten sposób odkryªem now¡
przewag¦ kwantow¡: bezpami¦ciowe procesy kwantowe maj¡ wi¦ksz¡ moc ni» ich klasyczne odpowiedniki.

Przypomnijmy, »e klasyczny stan ukªadu d-poziomowego opisany jest przez wektor prawdopodobie«stwa
p opisuj¡cy obsadzenia stanów {1, . . . , d}. Klasyczny proces stochastyczny P opisany jest macierz¡ prawdo-
podobie«stw przej±¢ mi¦dzy stanami,

Pij ≥ 0,
∑
i

Pij = 1, (52)

28



która to macierz opisuje ewolucj¦ ukªadu pomi¦dzy jednym stanem p a innym Pp. Macierz P , któr¡ mo»na
uzyska¢ klasycznie bez u»ycia pami¦ci, nazywa si¦ zanurzaln¡, tj. P jest zanurzalna je±li mo»na j¡ wygene-
rowa¢ ci¡gªym procesem markowskim [86]. To poj¦cie mo»na zrozumie¢ jako nast¦puj¡cy problem kontroli
dynamiki ukªadu. Wprowadzaj¡c generator L jako macierz ze sko«czonymi elementami speªniaj¡cymi

Lij ≥ 0 for i 6= j,
∑
i

Lij = 0, (53)

ci¡gªa rodzina generatorów L(t) generuje rodzin¦ macierzy stochastycznych P (t) speªniaj¡c¡

d

dt
P (t) = L(t)P (t), P (0) = 1. (54)

Celem jest taka kontrola L(t), która pozwoli na zrealizowanie zadanej macierzy stochastycznej P po pewnym
czasie tf jako P = P (tf ) i, je±li jest to mo»liwe dla jakiego± wyboru L(t), to P jest zanurzalne. Pytanie
o to, które macierze P s¡ zanurzalne jest wielkim otwartym problemem, który byª obszernie badany przez
dekady [86�91]. Peªna charakteryzacja nie wykracza poza macierze stochastyczne 2 × 2 i 3 × 3, znane s¡
jednak pewne warunki konieczne na zanurzalno±¢. W szczególno±ci, w pracy [90] udowodniono, »e ka»da
zanurzalna macierz stochastyczna P speªnia nast¦puj¡ce nierówno±ci:∏

i

Pii ≥ detP ≥ 0. (55)

Wiadomo te», »e warunek detP ≥ 0 jest wystarczaj¡cy w wymiarze d = 2 [88], a do tego, »e istnieje wtedy
wybór generatora L niezale»nego od czasu.

W formalizmie kwantowym stan ukªadu d-poziomowego opisany jest macierz¡ g¦sto±ci ρ o rozmiarze d,
podczas gdy ogólna ewolucja stanu opisana jest kanaªem kwantowym E . Skupiaj¡c si¦ na bazie obliczeniowej
{|k〉}dk=1 zaªó»my, »e wej±ciowy stan ρp =

∑
k pk |k〉〈k| poddajemy dziaªaniu kanaªu E , a nast¦pnie mierzymy

stan ko«cowy E(ρp) w bazie obliczeniowej. Wyniki pomiaru b¦d¡ rozªo»one wedªug wektora prawdopodo-
bie«stwa Pp, gdzie

Pij = 〈i| E (|j〉〈j|) |i〉 . (56)

W ten sposób przygotowanie ρp, zaaplikowanie kanaªu E i pomiar w bazie obliczeniowej symuluj¡ dziaªanie
procesu stochastycznego P na stan klasyczny p. W pracy [H9] macierz stochastyczn¡ P nazwano kwantowo-
zanurzaln¡, je±li mogªa by¢ symulowana przez proces kwantowy jak w równaniu (56) z E b¦d¡cymmarkowskim
kanaªem kwantowym [92], tj. kanaªem, który wynika z markowskiego równania GKLS ze wzoru (33).

Przewaga w symulacjach. Relatywnie wprost mo»na pokaza¢, »e wszystkie klasycznie-zanurzalne macie-
rze stochastyczne s¡ tak»e kwantowo-zanurzalne. Twierdzenie odwrotne jednak nie jest prawdziwe. Jak poka-
zaªem w pracy [H9], istnieje wiele macierzy stochastycznych P , które mog¡ by¢ generowane przez kwantowy,
ale nie klasyczny, proces markowski. Najprostszym przykªadem jest nietrywialna permutacja Π speªniaj¡ca

det Π = ±1,
∏
i

Πii = 0. (57)

Jasnym jest, »e nierówno±¢ (55) jest zªamana, a zatem Π nie jest zanurzalne. Poniewa» jednak ka»dy ka-
naª unitarny U(·)U† jest markowski, a macierz permutacji jest macierz¡ unitarn¡, wniosek z tego taki, »e
ka»da permutacja Π jest kwantowo-zanurzalna. Wniosek ten tak»e dowodzi, »e »aden z dwóch warunków
z równania (55) nie jest konieczny dla kwantowej zanurzalno±ci. Bardziej ogólnie, wi¦ksza klasa macierzy
stochastycznych kwantowo-zanurzalnych dana jest przez zbiór macierzy unistochastycznych zde�niowanych
przez [93, 94]

Pij = | 〈j|U |i〉 |2 (58)

z dowoln¡ macierz¡ unitarn¡ U . Zbiór ten zawiera permutacje, ale tak»e inne klasycznie niezanurzalne
macierze stochastyczne. Jednym z przykªadów jest dowolna macierz bistochastyczna 2 × 2, poniewa» w
wymiarze d = 2 ka»da macierz bistochastyczna jest równie» unistochastyczna, a w konsekwencji tak»e
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kwantowo-zanurzalna. W pracy [H9] wynik ten zostaª jeszcze wzmocniony przez pokazanie, »e ka»da macierz
stochastyczna 2 × 2 jest kwantowo-zanurzalna. Co wi¦cej, mo»emy wygenerowa¢ jeszcze wi¦ksze rodziny
macierzy kwantowo-zanurzalnych korzystaj¡c z wyniku pracy [H9] mówi¡cego, »e zbiór macierzy kwantowo-
zanurzalnych jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na mno»enie, tj. je±li P i Q s¡ kwantowo-zanurzalne, to PQ tak»e
jest. Zatem, w dowolnym wymiarze d, mo»emy mno»y¢ np. klasycznie zanurzalne macierze z unistochastycz-
nymi, i w wyniku otrzymywa¢ macierze kwantowo-zanurzalne. Ponadto, podobna jest sytuacja z mno»eniem
wielu macierzy 2× 2 dziaªaj¡cych na ró»nych 2-wymiarowych podprzestrzeniach, a zatem iloczyny macierzy
typu pinching [95] (znane tak»e jako macierze faktoryzowalne [H11]) s¡ kwantowo-zanurzalne. Podsumowu-
j¡c, zanurzanie kwantowe pozwala na uzyskanie wielu procesów stochastycznych, które z klasycznego punktu
widzenie koniecznie wymagaj¡ pami¦ci. Jako szczególny przykªad, rozwa»my macierze cyrkulantne 3 × 3
zde�niowane przez

P =

1− a− b a b
b 1− a− b a
a b 1− a− b

 . (59)

Dla macierzy tych znaleziono warunki wystarczaj¡ce i zupeªne na klasyczn¡ zanurzalno±¢ [96], a zbiór speª-
niaj¡cy te warunki zaznaczono na Rys. 9a jako pomara«czowy obszar. Z drugiej strony, jak pokazaªem
w pracy [H9], zbiór kwantowo-zanurzalnych macierzy cyrkulantnych zawiera nie tylko macierze klasycznie
zanurzalne, ale tak»e ich zªo»enia z dowoln¡ macierz¡ unistochastyczn¡. W wyniku tego, zbiór macierzy
osi¡galnych kwantowo jest wi¦kszy, co zaznaczono na Rys. 9a przy pomocy niebieskiego obszaru.

Przewaga w czasoprzestrzennym koszcie. Nast¦pnym krokiem w pracy [H9] byªo wyj±cie poza proste
rozró»nienie na procesy stochastyczne, które mo»na symulowa¢ z lub bez pami¦ci, i przyj¦cie bardziej ilo±cio-
wej postawy. Aby to osi¡gn¡¢, wykorzystano formalizm niedawno wprowadzony w pracy [97], który pozwala
na skwanty�kowanie klasycznego kosztu czasoprzestrzennego danego procesu stochastycznego, tj. minimaln¡
ilo±¢ pami¦ci i liczb¦ kroków czasowych potrzebnych, by klasycznie zaimplementowa¢ dany proces. Formal-
nie, niech P b¦dzie niezanurzaln¡ macierz¡ stochastyczn¡ dziaªaj¡c¡ na d tzw. widocznych stanów. Pytamy
wtedy: ile dodatkowych stanów pami¦ci m jest potrzebnych, by zaimplementowa¢ P wykorzystuj¡c klasyczny
proces markowski? Szukamy zatem zanurzalnej macierzy stochastycznej Q dziaªaj¡cej na d + m stanach i
takiej, »e jej ograniczenie do pierwszych d wierszy i kolumn jest identyczne z P . Je±li macierz tak¡ da si¦
znale¹¢, to mówimy, »e Q implementuje P u»ywaj¡c m stanów pami¦ci. Id¡c dalej za prac¡ [97], de�niujemy
koszt przestrzenny macierzy stochastycznej P o rozmiarze d, oznaczony przez Cspace(P ), jako minimalne m
takie, »e istnieje (d + m) × (d + m) zanurzalna macierz Q implementuj¡ca P . Kiedy znajdziemy ju» tak¡
macierz Q implementuj¡c¡ P , rodzi si¦ nast¦pne pytanie: ile kroków czasowych potrzeba, by zrealizowa¢
Q? Poj¦cie kroku czasowego ma uchwyci¢ liczb¦ niezale»nych operacji (generatorów), które s¡ potrzebne, by
osi¡gn¡¢ Q. U»ywaj¡c formalizmu z pracy [97], macierz stochastyczn¡ T nazywamy jednokrokow¡, je±li jest
zanurzalna a generator L(t), generuj¡cy T po czasie tf zgodnie ze wzorem (54), mo»e by¢ wybrany tak, »e
zbiór niezerowych prawdopodobie«stw przej±¢ P (t) jest taki sam dla wszystkich czasów t ∈ (0, tf ). Koszt
czasowy Ctime(P,m) macierzy stochastycznej P o rozmiarze d z pozwoleniem na m stanów pami¦ci zde�-
niowany jest jako minimalna liczba τ jednokrokowych macierzy stochastycznych T (i) o rozmiarze (d + m) i
takich, »e Q = T (τ) · · ·T (1) implementuje P . W pracy [H9] klasyczne poj¦cia kosztów czasowego i przestrzen-
nego zostaªy w naturalny sposób rozszerzone do domeny kwantowej, tj. zde�niowano tam kwantowy koszt
przestrzenny, Qspace(P ), oraz kwantowy koszt czasowy, Qtime(P,m).

Centralnym problemem badanym w kontek±cie klasycznym jest znalezienie Cspace(P ), a nast¦pnie scharak-
teryzowanie Ctime(P,m) dla m ≥ Cspace(P ). Gªównym wynikiem pracy [97] byªo rozwi¡zanie tego problemu
dla rodziny macierzy stochastycznych Pf o warto±ciach w {0, 1}, tj. reprezentowanych przez funckj¦ f na
zbiorze stanów {1, . . . , d}. B¦d¡c bardziej precyzyjnym, pokazano, »e koszt czasowy Pf dany jest prez

Ctime(Pf ,m) =

⌈
m+ d+ max[c(f)−m, 0]− fix(f)

m+ d− |img(f)|

⌉
+ bf (m) ≥

⌈
m+ d− fix(f)

m+ d− |img(f)|

⌉
,

gdzie fix(f) to liczba punktów staªych f , |img(f)| jest wymiarem obrazu f , c(f) jest liczb¡ cykli f , a bf (m) = 0
lub 1. Dla przestrzeni stanów zadanej przez wszystkie ci¡gi bitów o dªugo±ci s (czyli d = 2s), powy»szy
wzór mówi nam, »e je±li |img(f)| jest rz¦du O(d), to Pf jest kosztowna czasowo do zasymulowania przez
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Rysunek 9: (a) Zanurzalno±¢ macierzy cyrkulantnych 3 × 3. Wierzchoªki trójk¡ta odpowiadaj¡ pro-
cesom deterministycznym (S: stój, C: rusz si¦ zgodnie ze wskazówkami zegara, A: rusz si¦ przeciwnie do
wskazówek zegara) dla cz¡stki bª¡dz¡cej losowo pomi¦dzy trzema stanami. Punkty wewn¡trz trójk¡ta odpo-
wiadaj¡ probabilistycznym mieszaninom (kombinacjom wypukªym) tych trzech deterministycznych procesów,
np. ±rodek trójk¡ta odpowiada maksymalnie zmieszanej dynamice (z S, C oraz A zdarzaj¡cymi si¦ z praw-
dopodobie«stwem 1/3 ka»da). Pomara«czowy obszar zawiera wszystkie procesy stochastyczne, które mog¡
wynikn¡¢ z ci¡gªej w czasie bezpami¦ciowej dynamiki klasycznej. Dla ci¡gªej w czasie bezpami¦ciowej dy-
namiki kwantowej obszar ten powi¦ksza si¦ do pozostaªego niebieskiego obszaru. (b) Klasyczne kontra
kwantowe koszty czasoprzestrzenne. Optymalny kompromis pomi¦dzy kosztem przestrzennym i czaso-
wym zaimplementowania macierzy stochastycznej dla ukªadu s = 32 bitów, tj. o wymiarze d = 232 (w skali
podwójnie logarytmicznej). Ci¡gªe kolorowe linie odpowiadaj¡ optymalnemu kompromisowi dla klasycznego
zaimplementowania przykªadowych macierzy stochastycznych o warto±ciach w {0, 1} i opisanych funkcjami
f1(i) = i⊕ 1 (dodawanie modulo d) oraz f2(i) = min{i+ 2s/2, 2s − 1}, jak to zanalizowano w pracy [97].
Czarna przerywana linia odpowiada optymalnemu kompromisowi dla kwantowego zaimplementowania do-
wolnej macierzy stochastycznej o warto±ciach w {0, 1}, co jasno obrazuje kwantow¡ przewag¦.

dynamik¦ bezpami¦ciow¡, chyba »e liczba punktów staªych tak»e jest rz¦du O(d). Poniewa» jednak dla
typowego f mamy |img(f)| = O(d) oraz fix(f) = O(1), to typowo Ctime(Pf ,m) = O(2s/m), tj. potrzeba
wykªadniczo wiele stanów pami¦ci by symulacja byªa wydajna ze wzgl¦du na liczb¦ kroków czasowych. A
tak»e odwrotnie, potrzeba wykªadniczo wiele kroków czasowych by symulacja byªa wydajna ze wzgl¦du na
liczb¦ stanów pami¦ci. W pracy [H9] zadaªem analogiczne pytanie dotycz¡ce kompromisu pomi¦dzy kosztem
czasowym a przestrzennym w domenie kwantowej. Co wielce zaskakuj¡ce, udowodniªem »e dla dowolnego
m ≥ 0 i dowolnej funkcji f mamy

Qtime(Pf ,m) ≤ 2. (60)

Widzimy zatem, »e mo»na zaimplementowa¢ kwantowo ka»d¡ funkcj¦ f wykorzystuj¡c zero stanów pami¦ci
i tylko dwa kroki czasowe, w porównaniu do typowego klasycznego kosztu Ctime(Pf1

,m) ≥ d/m. Wynik
ten, zobrazowany na Rys. 9b, jest ilo±ciowym dowodem na moc superpozycji kwantowej do speªniania roli
efektywnej pami¦ci.

Przewaga w kontroli. Na ko«cu pracy [H9] zademonstrowaªem tak»e, »e zbiór klasycznych stanów osi¡-
galnych z danego stanu pocz¡tkowego za pomoc¡ kwantowej dynamiki bezpami¦ciowej jest wi¦kszy od zbioru
stanów klasycznych osi¡galnych z tego samego stanu pocz¡tkowego za pomoc¡ klasycznej dynamiki bezpami¦-
ciowej. Prowadzi to m.in. do potencjalnej przewagi w wydajno±ci protokoªów chªodz¡cych. B¦d¡c bardziej
precyzyjnym, udowodniªem »e kwantowa dynamika markowska z danym punktem staªym (np. stanem ter-
micznym), w porównaniu do klasycznej dynamiki markowskiej z tym samym punktem staªym, pozwala na
uzyskanie wi¦kszego zbioru stanów ko«cowych z dowolnego stanu pocz¡tkowego. Efekt ten jest najbardziej
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Rysunek 10: (a) Przewaga kwantowa dla jednorodnego punktu staªego z d = 3. Zbiory stanów osi¡-
galnych za pomoc¡ klasycznej (mniejszy pomara«czowy obszar) i kwantowej (wi¦kszy niebieski sze±ciok¡t)
bezpami¦ciowej dynamiki z jednorodnym punktem staªym dla ukªadu o d = 3 poziomach i przykªadowego
stanu pocz¡tkowego p (ka»dy punkt wewn¡trz trójk¡ta odpowiada probabilistycznym mieszaninom stanów
bazowych). Niebieski sze±ciok¡t pokrywa si¦ ze zbiorem wszystkim stanów osi¡galnych z p za pomoc¡ kla-
sycznej dynamiki o jednorodnym punkcie staªym i wykorzystuj¡cej dowoln¡ ilo±¢ pami¦ci. (b) Markowskie
chªodzenie kubitu. Klasyczne procesy bezpami¦ciowe pozwalaj¡ na schªodzenie pocz¡tkowego stanu ρ
ukªadu dwupoziomowego do stanu termicznego γ o temperaturze równej temperaturze otoczenia (trajektoria
oznaczona ci¡gª¡ strzaªk¡). Kwantowa dynamika bezpami¦ciowa z punktem staªym γ pozwala na schªodzenie
ukªadu poni»ej tej temperatury, a» do stanu ρ′ odpowiadaj¡cego najni»szej temperaturze osi¡galnej przez
klasyczne procesy wykorzystuj¡ce efekty pami¦ci (trajektoria oznaczona przerywan¡ strzaªk¡).

wyra¹ny w przypadku punktu staªego danego jednorodnym wektorem prawdopodobie«stwa, gdy» wtedy
ka»da transformacja dozwolona klasycznie z dowoln¡ ilo±ci¡ pami¦ci mo»e by¢ zrealizowana bezpami¦ciowo
w domenie kwantowej (zob. Rys. 10a). Dla ogólnych punktów staªych udowodniono analogiczny wynik dla
ukªadów dwupoziomowych, oraz uargumentowano, »e zbiór osi¡galnych stanów dla ukªadów d-poziomowych
w domenie kwantowej jest ±ci±le wi¦kszy ni» w domenie klasycznej. Poniewa» wiadomo, »e efekty pami¦ci
pot¦guj¡ wydajno±¢ chªodzenia [76, 98], bezpo±redni¡ konsekwencj¡ wyników przedstawionych w pracy [H9]
jest to, »e kwantowo mo»na bezpami¦ciowo ozi¦bi¢ ukªad dwupoziomowy poni»ej temperatury otoczenia, co
klasycznie jest niemo»liwe (zob. Rys. 10b).

4.5 Wyniki dotycz¡ce wi¦zów symetrii

4.5.1 Optymalne procesy o symetrii wzgl¦dem translacji w czasie oraz symetrii rotacyjnej

Dynamika kowariantna wzgl¦dem translacji w czasie. W pracy [H2] skupiªem si¦ na symetrii wzgl¦-
dem translacji w czasie, która charakteryzuje dynamik¦ nieczuª¡ na wybór wyró»nionego punktu, wzgl¦dem
którego mierzymy czas. Dynamika taka ogranicza mo»liwe transformacje koherencji kwantowej, która z tego
powodu staje si¦ warto±ciowym zasobem podczas przetwarzania informacji kwantowej [99, 100]. Jednym z
gªównych pyta« w kontek±cie tej symetrii jest wi¦c pytanie nast¦puj¡ce: jaka jest minimalna dekoherencja
kompatybilna z zadan¡ klasyczn¡ dynamik¡ obsadze« (np. z danym procesem relaksacji)? Najwa»niej-
szym technicznym wkªadem pracy [H2] jest twierdzenie o minimalnej dekoherencji, które zwraca optymaln¡
ewolucj¦ koherencji dla danej ewolucji obsadze« spo±ród wszystkich mo»liwych markowskich procesów sy-
metrycznych ze wzgl¦du na translacje w czasie. Ewolucja stanów kwantowych poddanych takim procesom
opisana jest przez równanie dynamiki z równania (33), z niezale»nym od czasu Lindbladianem L (tj. zada-
nym przez wzór (35) ze staªymi szybko±ciami skoków ri i operatorami skoków Li), speªniaj¡cym wªasno±¢
kowariancji ze wzoru (37). Zwró¢my uwag¦, »e wªasno±¢ ta jest równowa»na do stwierdzenia, »e kanaª Et
opisuj¡cy ewolucj¦,

Et(ρ) := e(−iH+L)t(ρ), (61)
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jest kowariantny ze wzgl¦du na translacje w czasie:

Et
(
e−iHt

′
(ρ)
)

= e−iHt
′
(Et(ρ)) , (62)

gdzie e−iHt(ρ) = e−iHtρeiHt. W wyniku tej»e kowariancji, ewolucja obsadze« (diagonalnych elementów |x〉〈x|
macierzy g¦sto±ci ρ) odprz¦ga si¦ od ewolucji koherencji (pozadiagonalnych elementów |x〉〈y|), te drugie za±
mog¡ zosta¢ podzielone na niezale»nie ewoluuj¡ce mody [101]. Wprowadzaj¡c wektor obsadze« p z elementami
px := ρxx, ewolucja p(t) jest w peªni opisana za pomoc¡ macierzy szybko±ci przej±¢ L,

dp

dt
= Lp, (63)

gdzie elementy macierzowe L dane s¡ przez

Lx′|x = 〈x′| L(|x〉〈x|) |x′〉 . (64)

Znaczenie symetrii uchwyconej równaniem (62) mo»e pocz¡tkowo wydawa¢ si¦ niejasne, poniewa» pomimo
jej powszechnej obecno±ci, w ró»nych dziedzinach �zyki nazywa si¦ j¡ inaczej, a do tego zwykle jest ona
ukryta w ró»nych przybli»eniach �zycznych. W optyce kwantowej symetria ze wzgl¦du na translacje w
czasie jest konsekwencj¡ przybli»enia wiruj¡cej fali (RWA, z ang. rotating-wave approximation). Odpowiada
to mody�kacjom hamiltonianu oddziaªywania przez odrzucenie elementów szybko oscyluj¡cych w obrazie
oddziaªywania. Typowym przykªadem jest hamiltonian Jaynesa-Cummingsa, który w najprostszej postaci
dany jest przez HJC ∝ (σ+ + σ−)⊗ (a+ a†), gdzie σ± oznacza kubitowe operatory ekscytacji/de-ekscytacji,
natomiast a, a† to bozonowe kreatory anihilacji i kreacji. W tym wypadku przybli»enie polega na odrzuceniu
wyrazów σ− ⊗ a i σ+ ⊗ a†, co skutkuje równaniem ewolucji speªniaj¡cym wzór (62). Bardziej ogólnie, w
teorii kwantowych ukªadów otwartych, ewolucja speªniaj¡ca wzór (62) otrzymywana jest przez przybli»enie
wiekowe, odrzucaj¡ce czªony Lindbladianu, które ªami¡ relacj¦ komutacji ze wzoru (37). W istocie jest to
�bezpieczniejszy� sposób na zaimplementowanie RWA [102], który jest szeroko stosowany do modelowania
wyników eksperymentów [21]. W metrologii kwantowej, dla zadania estymacji fazy φ operacji unitarnej Uφ
generowanej przez Hamiltonian H, Uφ = e−iHφ, równanie (62) identy�kuje zbiór kanaªów kwantowych, które
degraduj¡ dowolny metrologiczny zasób ρ [100]. Co wi¦cej, w teorii kwantowej informacji równanie (62)
opisuje kanaªy, które mog¡ zosta¢ zaimplementowane przy braku dost¦pu do ukªadu odniesienia dla czasu,
lub w obecno±ci reguªy superwyboru dla liczby cz¡stek [25]. Alternatywna perspektywa dana jest przez
teori¦ asymetrii wzgl¦dem grupy U(1), która jest teori¡ zasobów, w której równanie (62) de�niuje zbiór
dost¦pnych operacji [24]. W istocie jest to teoria zasobów kwantowej koherencji wzgl¦dem bazy zde�niowanej
przez H [100]. Wreszcie, kowariancja ze wzgl¦du na translacje w czasie mo»e by¢ tak»e powi¡zana z globaln¡
zasad¡ zachowania energii [24, 103], a tak»e jest jedn¡ z de�niuj¡cych wªasno±ci operacji termicznych [29].

Twierdzenie o minimalnej dekoherencji. Centralny wynik pracy [H2] dotyczy ogranicze« na optymaln¡
ilo±¢ koherencji, któr¡ mo»na zachowa¢ w stanie kwantowym po czasie t, przy zadanej macierzy szybko±ci
przej±¢ L. Dla uproszczenia oznacze«, elementy macierzowe macierzy g¦sto±ci ρ w bazie energii sparame-
tryzujemy w nast¦puj¡cy sposób: ρxy = |ρxy|ϑxy, gdzie ϑxy jest czynnikiem fazowym, |ϑxy| = 1. Potrze-
bujemy tak»e zde�niowa¢ wspóªczynniki tªumienia γx′y′ := (|Lx′|x′ |+ |Ly′|y′ |)/2, wspóªczynniki transportu
t
x′|x
y′|y :=

√
Lx′|xLy′|y oraz wprowadzimy symbol

∑(ω)
x,y oznaczaj¡cy sum¦ po elementach modu ω, tj. po x, y z

zadan¡ ró»nic¡ energii Ex − Ey = ω. Oznaczmy teraz przez ρ̃x′y′(t) rozwi¡zanie równania

dρ̃x′y′

dt
= −γx′y′ ρ̃x′y′ +

(ωx′y′ )∑
x6=x′
y 6=y′

t
x′|x
y′|y ρ̃xy, (65)

z ρ̃x′y′(0) = |ρx′y′(0)|. Wtedy, je±li ewolucja ρ jest markowska i kowariantna ze wzgl¦du na translacje w czasie
oraz opisana macierz¡ szybko±ci przej±¢ L, to

|ρx′y′(t)| ≤ ρ̃x′y′(t), (66)
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dla wszystkich t ≥ 0. Co wi¦cej, ograniczenie to mo»e by¢ wysycone przez wszystkie elementy modu ω je±li
dla wszystkich x′, y′, x, y speªniaj¡cych Ex′ − Ey′ = Ex − Ey = ω mamy

ϑx′y′(0)ϑ∗xy(0) = ϑx′x(0)ϑ∗y′y(0). (67)

Równanie (67) b¦dziemy nazywa¢ warunkiem markowskiej zgodno±ci faz dla stanu pocz¡tkowego. Co istotne,
warunek ten jest speªniony dla wszystkich modów przez stany czyste, a tak»e przez te z mieszanych, których
amplitudy maj¡ wspóln¡ faz¦ (tj. ϑxy = ϑ dla wszystkich x i y). Ponadto, warunek markowskiej zgodno±ci
faz jest tak»e speªniony niezale»nie od stanu pocz¡tkowego dla modów skªadaj¡cych si¦ z pojedynczych ele-
mentów lub dwóch przekrywaj¡cych si¦ elementów, tj. ρxy i ρx′y′ z x = y′. Wreszcie, nale»y zaobserwowa¢,
»e ewolucja |ρxy| zale»y jedynie od elementów |ρx′y′ | speªniaj¡cych Ex′ − Ey′ = Ex − Ey, co odzwierciedla
struktur¦ modow¡ Lindbladianów symetrycznych ze wzgl¦du na translacje w czasie. Z �zycznego punktu
widzenia, powy»szy wynik opisuje kombinacj¦ zjawisk zaniku i transportu, które odpowiadaj¡ dwóm czªo-
nom w równaniu (65) wpªywaj¡cym na ewolucj¦ ρx′y′ . Pierwszy czªon opisuje szybko±¢ zaniku koherencji
proporcjonaln¡ do samej ilo±ci koherencji ρx′y′ . Gdyby tylko ten czªon byª obecny, to otrzymaliby±my znany
proces wykªadniczego zaniku koherencji (ze wspóªczynnikiem zaniku γx′y′), spowodowany obecno±ci¡ deko-
heruj¡cego otoczenia. Dodatkowe wkªady do ewolucji ρx′y′ dane s¡ przez czªony transportu, przy czym tylko
te koherencje ρxy, które wiruj¡ z t¡ sam¡ cz¦stotliwo±ci¡ co ρx′y′ (tj. nale»¡ do tego samego modu), mog¡ da¢
taki wkªad (we wzorze odpowiada to ograniczonej sumie). Ta �reguªa wyboru� narzucona jest przez syme-
tri¦ dynamiki, czªony transportu za± tak»e maj¡ intuicyjn¡ interpretacj¦ �zyczn¡. Mianowicie, Lx′|x opisuje
szybko±¢ przej±cia klasycznego procesu mapuj¡cego pomi¦dzy stanem x a x′, a wi¦c Lx′|xpx(t)dt odpowiada
przepªywowi obsadze« z x do x′ w czasie pomi¦dzy t a t + dt. Natomiast transfer koherencji z ρxy do ρx′y′
obejmuje superpozycj¦ dwóch klasycznych procesów: mapowania z x w x′ oraz z y w y′. Widzimy zatem,
»e optymalny transport koherencji z ρxy w ρx′y′ dany jest przez ±redni¡ geometryczn¡ szybko±ci przej±¢ dla
tych dwóch klasycznych procesów, tj.

√
Lx′|xLy′|yρxy(t)dt.

Zastosowania twierdzenia o minimalnej dekoherencji. Dobrze wiadomo, »e ogólnym rozwi¡zaniem
markowskiego równania dynamiki kowariantnej ze wzgl¦du na translacje w czasie dla ukªadu dwupoziomowego
jest [21]

p(t) = π + (p(0)− π)e−t/T1 , |c(t)| = e−t/T2 |c(0)|, (68)

gdzie p(t) to obsadzenie stanu podstawowego, c(t) to koherencja mi¦dzy stanem podstawowym a wzbudzonym,
π to stacjonarne obsadzenie stanu podstawowego, T1 to czas relaksacji, a T2 to czas dekoherencji. Co wi¦cej,
wiadomo »e proces relaksacji obsadze« (opisany przez T1) oraz proces dekoherencji (opisany przez T2) nie s¡
niezale»ne i musz¡ speªnia¢ T2 ≤ 2T1. Relacja ta, razem z równaniem (68), ª¡czy mo»liwe ewolucje koherencji
z ewolucj¡ obsadze« (zob. Rys. 11a). Wykorzystuj¡c twierdzenie o minimalnej dekoherencji, wynik ten zostaª
w pracy [H2] uogólniony do d-poziomowych ukªadów kwantowych z niezdegenerowanym spektrum Bohra, tj.
opisanych przez Hamiltoniany, dla których wszystkie ró»nice energii pomi¦dzy dowolnymi dwoma poziomami
s¡ ró»ne. Dla takich ukªadów ewolucja pozadiagonalnych elementów macierzy g¦sto±ci dana jest przez

|ρxy(t)| = |ρxy(0)|e−t/Txy2 , (69)

gdzie T xy2 oznacza czas dekoherencji pomi¦dzy poziomami energetycznymi x i y. Ponadto, zakªadaj¡c »e
dynamika obsadze« ma unikalny punkt stacjonarny π (co czasem nazywane jest dynamik¡ ergodyczn¡ [58]),
ewolucja elementów diagonalnych dana jest przez

p(t) = π +

d−1∑
x=1

bxe
−t/Tx1 ei Im(λx)tvx, (70)

gdzie T x1 to uogólnione czasy relaksacji, vx oznacza wektory wªasne L, λx odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne,
a bx to staªe zde�niowane przez warunki pocz¡tkowe. Przy takich zaªo»eniach, w pracy [H2] udowodniono
bezpo±redni¡ relacj¦ pomi¦dzy czasami dekoherencji T xy2 a czasami relaksacji T x1 :

〈T2〉h ≤
d

d− 1
〈T1〉h, (71)
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(a) (b)

Rysunek 11: (a) Czasy relaksacji i dekoherencji. Ewolucja kubitowego stanu pocz¡tkowego ρ(0) w
stron¦ stanu stacjonarnego ρ(∞) zobrazowana na sferze Blocha. Podczas ewolucji ró»nica pomi¦dzy aktual-
nym obsadzeniem stanu podstawowego a obsadzeniem stacjonarnym, ∆p(t) = |p(t)−π|, musi si¦ zmniejsza¢.
Z powodu ograniczenia wi¡»¡cego procesy relaksacji i dekoherencji, dla dowolnego czasu stosunek pomi¦dzy
aktualn¡ i pocz¡tkow¡ ilo±ci¡ koherencji, |c(t)|/|c(0)|, jest ograniczony przez

√
∆p(t)/∆p(0). (b) Kubitowa

dynamika kowariantna: markowsko±¢ kontra niemarkowsko±¢. Przerywane linie oznaczaj¡ maksy-
malne dozwolone zachowanie koherencji przez markowsk¡ dynamik¦ kowariantn¡ z zadanym punktem staªym
ρ(∞); linie ci¡gªe oznaczaj¡ maksymalne zachowanie koherencji przez ogóln¡ transformacj¦ termodynamiczn¡
ze stanem termicznym danym przez ρ(∞). Po lewej: stan pocz¡tkowy z p(0) = 1/6 i c(0) =

√
5/6, oraz ρ(∞)

takim, »e π = (1/2, 1/2). Po prawej: stan pocz¡tkowy z p(0) = 1/4 i c(0) = 1/4, oraz ρ(∞) takim, »e
π = (3/4, 1/4).

gdzie 〈·〉h oznacza ±redni¡ harmoniczn¡ po wszystkich czasach dekoherencji T xy2 i po wszystkich czasach
relaksacji T x1 . Co wi¦cej, dla ogólnych ukªadów kwantowych (niekoniecznie z niezdegenerowanym spektrum
Bohra) pokazano, »e je±li dynamika obsadze« ma unikalny punkt staªy π z πx 6= 0, to wszystkie koherencje
d¡»¡ do zera gdy t→∞. Jest to bardzo silna przesªanka za tym, »e zjawisko zamro»onej koherencji [104, 105]
wymaga efektów niemarkowskich. Wreszcie, w pracy [H2] wprowadziªem te» i zanalizowaªem poj¦cie ±wiadków
niemarkowsko±ci bazuj¡cych na koherencji. Zaªó»my, »e znamy stan pocz¡tkowy ukªadu ρ(0), jego stan
ko«cowy ρ(t) o okre±lonym czasie t > 0, oraz punkt staªy ewolucji ρ(∞). Jak pokazano to w pracy [H2],
czasem taka wiedza jest wystarczaj¡ca, by wydedukowa¢, czy ewolucja ukªadu jest niemarkowska. Jest
tak, poniewa» dla ewolucji markowskiej twierdzenie o minimalnej dekoherencji ogranicza zbiór dozwolonych
stanów ko«cowych po czasie t. Jest to zobrazowane na Rys. 11b, gdzie zaobserwowanie stanu ko«cowego ρ(t)
poza obszarem ograniczonym przerywan¡ lini¡ oznacza, »e dynamika musiaªa by¢ niemarkowska.

Symetrie a zasady zachowania. Twierdzenie Noether mówi nam, »e dla ka»dej ci¡gªej symetrii zamkni¦-
tej dynamiki unitarnej istnieje odpowiadaj¡cy jej zachowany ªadunek [23, 106, 107]. Ogóln¡ ewolucj¦ stanu
kwantowego, zarówno w relatywistycznej jak i nierelatywistycznej teorii kwantowej, opisuje jednak nie dyna-
mika unitarna, a kanaª kwantowy. To szersze poj¦cie zawiera w sobie zarówno zamkni¦t¡ ewolucj¦ unitarn¡,
jak i dynamik¦ ukªadów otwartych, ale pozwala tak»e na bardziej ogólne operacje, takie jak przygotowanie
stanu kwantowego, czy odrzucenie podukªadu. Naturalnym zatem jest zapyta¢ o status twierdzenia Noether
dla tych kanaªów kwantowych, które przestrzegaj¡ pewnej zasady symetrii. Dlatego te» w pracy [H8] bada-
ªem, jaki jest maksymalny dozwolony rozd¹wi¦k pomi¦dzy przestrzeganiem symetrii a zasadami zachowania.
Ujmuj¡c to bardziej precyzyjnie, badaªem kanaªy kwantowe E pomi¦dzy ukªadami A i B, z wi¦zami symetrii
opisanymi przez grup¦ Liego G, tj.

E(UA(g)ρAU
†
A(g)) = UB(g)E(ρA)U†B(g) (72)

dla wszystkich g ∈ G, gdzie U(g) oznacza unitarn¡ reprezentacj¦ grupy G na odpowiednim ukªadzie kwan-
towym. Skupiªem si¦ gªównie na symetriach U(1) i SU(2), które zwi¡zane s¡ zasadami zachowania energii
i momentu p¦du. Pierwszym celem byªo wyprowadzenie ogólnych ogranicze« na mo»liwe odchylenia od za-
sady zachowania dla symetrycznej dynamiki. Opisuj¡ one kompromis pomi¦dzy dozwolonym odchyleniem a
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(a) (b)

Rysunek 12: (a) Wpªyw otwierania dynamiki na twierdzenie Noether. Jako±ciowy opis kompromisu
pomi¦dzy odchyleniem od zasady zachowania a poziomem dekoherencji wywoªanymi dziaªaniem symetrycz-
nego kanaªu kwantowego. Podczas gdy czerwone ograniczenie z góry istnieje dla wszystkich symetrii opisanych
przez grupy Liego, ograniczenie dolne pojawia si¦ dla ukªadów kwantowych z dekompozycj¡ na reprezentacje
nieprzywiedlne bez krotno±ci. (b) Inwersja i wzmocnienie spinu. Istniej¡ kanaªy kwantowe mog¡ce w
przybli»eniu odwróci¢ lub wzmocni¢ polaryzacj¦ ukªadu spinowego jednocze±nie dokªadnie respektuj¡c syme-
tri¦ obrotow¡ SU(2). Warto±ci κ± wyznaczaj¡ ostateczn¡ granic¦ mo»liwo±ci takich procesów i zale»¡ tylko
od wymiaru badanego ukªadu spinowego.

odej±ciem od zamkni¦tej dynamiki unitarnej, co przedstawiono schematycznie na Rys. 12a. W celu skwanty�-
kowania jak blisko kanaª E jest dynamiki unitarnej, u»yto poj¦cia unitarno±ci, wprowadzonego w pracy [108].
Zde�niowane jest ono jako ±rednia czysto±¢ wyj±cia (ze ±redni¡ wzi¦t¡ po wszystkich czystych stanach wej-
±ciowych) po odj¦ciu skªadowej identyczno±ciowej, tj.

u(E) :=
dA

dA − 1

∫
Tr

(
E
(
ψ − 1A

dA

)2
)
dψ, (73)

gdzie u(E) ≤ 1 z równo±ci¡ wtedy, i tylko wtedy, gdy E jest kanaªem unitarnym. W celu skwanty�kowania
odchylenia od zasad zachowania, w pracy [H8] wprowadziªem poj¦cie ±redniego caªkowitego odchylenia ∆(E)
od zasad zachowania. Zde�niowane jest ono jako ±rednia norma L2 ró»nicy warto±ci oczekiwanych pomi¦dzy
stanami ψ = |ψA〉〈ψA| a E(ψ) dla generatorów symetrii, {JkA}nk=1 i {JkB}nk=1, zwi¡zanymi z zachowanymi
ªadunkami:

∆(E) :=

n∑
k=1

∫
|Tr
(
E(ψ)JkB − ψJkA

)
|2dψ, (74)

gdzie caªkowanie jest wzgl¦dem standardowej miary Haara na stanach czystych. W pracy [H8] pokazano,
»e dla dowolnej zwartej grupy Liego i symetrycznego kanaªu E przybli»aj¡cego symetryczny kanaª unitarny,
ªadunki s¡ w przybli»eniu zachowane. Innymi sªowy, istnieje górne ograniczenie na odchylenie od zasady
zachowania wyra»one przez unitarno±¢:

∆(E) ≤M(1− u(E)) (75)

dla pewnej staªej M > 0, która jest niezale»na od E i zale»y tylko od wymiaru ukªadu i rodzaju generatorów
symetrii. Co wi¦cej, w pracy [H8] udowodniªem, »e tak»e dolne ograniczenie na odchylenie od zasad zachowa-
nia wyra»one przez unitarno±¢ istnieje wtedy, gdy ukªad kwantowy niesie reprezentacj¦ UA grupy Liego G dla
której UA⊗U∗A ma dekompozycj¦ bez krotno±ci. W szczególno±ci ma to miejsce w przypadku cz¡stki spinowej
o spinie j z generatorami symetrii danymi przez spinowe operatory momentu p¦du generuj¡ce nieprzywiedln¡
reprezentacj¦ SU(2). W wyniku tego, dla cz¡stki o spinie j zasada zachowania spinowego momentu p¦du
jest w przybli»eniu speªniona dla symetrycznego kanaªu kwantowego E , który jest bliski bycia unitarnym, co
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opisane jest przez nast¦puj¡ce ograniczenia:

3
√

2j3/2

2j + 1
(1− u(E)) ≥

√
∆(E) ≥

√
2j1/2

(2j + 1)2
(1− u(E)). (76)

Optymalna inwersja i wzmocnienie spinu. W pracy [H8] pokazaªem tak»e, jak wi¦zy symetrii SU(2)
uniemo»liwiaj¡ wykonanie perfekcyjnej inwersji lub wzmocnienia spinu, oraz znalazªem optymalne dozwolone
przybli»enia tych transformacji (zob. Rys. 12b). Obserwable spinowego momentu p¦du JA := (JxA, J

y
A, J

z
A)

wzdªu» trzech osi kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych generuj¡ obroty odpowiadaj¡ce elementom g ∈ SU(2),
które dziaªaj¡ na ukªad przez reprezentacje unitarne UA(g), opisuj¡ce dziaªanie badanej symetrii. Kanaª E jest
symetryczny wzgl¦dem obrotów, lub SU(2)-kowariantny, je±li speªnia równanie (72) dla wszystkich stanów
wej±ciowych ρA oraz g ∈ SU(2). Obrotowa niezmienniczo±¢ gwarantuje teraz, »e symetryczny kanaª E dziaªa
na pojedyncze ukªady spinowe izotropowo. W wyniku tego, wektor polaryzacji spinowej P(ρA) := Tr (JρA)
dla stanu pocz¡tkowego ρA jest pod dziaªaniem E zwyczajnie skalowany, tj.

P (E(ρA)) = f(E)P (ρA) (77)

dla pojedynczego parametru f(E), który jest niezale»ny od ρA i od kierunku. Naszym celem jest teraz
znalezienie symetrycznego kanaªu kwantowego S− ze wspóªczynnikiem f(S−) mo»liwie najbli»szym −1 (war-
to±¢ −1 mo»e by¢ osi¡gni¦ta tylko przez nie�zyczn¡ operacj¦ inwersji spinu). W pracy [H8] udowodniono, »e
kanaªem symetrycznym optymalnie odwracaj¡cym polaryzacj¦ spinow¡ jest ekstremalny punkt zbioru kana-
ªów SU(2)-kowariantnych z najwi¦kszym wymiarem 2jA + 1 otoczenia potrzebnym do jego implementacji, co
skutkuje nast¦puj¡cym wspóªczynnikiem inwersji:

κ− := f(S−) = − jA
jA + 1

= −1 +O(1/jA). (78)

Uogólnia to wcze±niejsze wyniki dotycz¡ce optymalnego przybli»enia uniwersalnej bramki NOT przy uwzgl¦d-
nieniu wi¦zów symetrii obrotowej, a tak»e okre±la ostateczne ograniczenie, jakie teoria kwantowa nakªada na
to szczególne zadanie inwersji spinu ukªadu kwantowego. Zwró¢my uwag¦, »e im wy»sza wymiarowo±¢ ukªadu,
tym wy»szy maksymalny wspóªczynnik odwrócenia spinu. W szczególno±ci, dla optymalnego kanaªu S− w
granicy jA → ∞ mamy f(S−) → −1. W podobny sposób mo»emy zapyta¢ o maksymalne mo»liwe wzmoc-
nienie spinu, tj. o symetryczny kanaª kwantowy S+ ze wspóªczynnikiem f(S+), który jest najwi¦kszy z
mo»liwych. Podczas gdy dla jA = jB mamy zawsze f(E) ≤ 1, nie jest to prawd¡ gdy jB > jA, i w ten
sposób polaryzacja spinowa mo»e by¢ wzmocniona przez symetryczn¡ dynamik¦ otwart¡. Ostateczne gra-
nice dla tego zadania zostaªy wyprowadzone w pracy [H8] i mo»na je stre±ci¢ nast¦puj¡co. Oznaczmy przez
κ+ = maxEf(E), gdzie maksymalizacja jest po wypukªym zbiorze kanaªów SU(2)-kowariantnych pomi¦dzy
cz¡stk¡ o spinie jA a tak¡ o spinie jB . Maksymalny czynnik wzmocnienia spinu κ+ jest wtedy dany przez

κ+ =
jB
jA

for jA ≥ jB , (79a)

κ+ =
jB + 1

jA + 1
for jA < jB . (79b)

4.5.2 Optymalne kodowanie informacji w asymetrii

Kodowania w zasobach niszczonych przez G-twirling. W pracy [H13] analizowaªem problem komuni-
kacji, w którym nadawca S oraz odbiorca R poª¡czeni s¡ bezszumowym kanaªem kwantowym, ale na mo»liwe
kodowania S naªo»one s¡ wi¦zy. Zakªadamy mianowicie, »e S nie ma mo»liwo±ci przygotowania dowolnego
stanu ukªadu kwantowego, a zamiast tego ma dost¦p do ukªadu w danym stanie ρ, który dziaªa jako no±nik
informacji. W stanie tym S próbuje zakodowa¢ jedn¡ z m wiadomo±ci poprzez przetworzenie go kanaªem
kwantowym Em nale»¡cym do ograniczonego zbioru kodowa« w zasobach niszczonych przez G, które speªniaj¡

Em ◦ G = G, (80a)

G ◦ Em = G, (80b)
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Powy»ej, G to kanaª typu G-twirling, który u±rednia stan po pewnej podgrupie G unitarnych kanaªów kwan-
towych,

G(ρ) :=
1

|G|
∑
Ug∈G

UgρU
†
g , (81)

gdzie dla grup ci¡gªych powy»sza suma powinna by¢ zamieniona przez caªk¦
∫
dµ(Ug) wzgl¦dem miary Haara.

Aby zrozumie¢ znaczenie takich wi¦zów, zwró¢my uwag¦, »e kanaª G jest operatorem rzutowym na przestrze«
stanów symetrycznych (tj. stanów niezmienniczych pod dziaªaniem dowolnego elementu grupy symetrii), a
zatem wymazuje on caª¡ asymetri¦ w stanie, który przetwarza. Poniewa» dziaªanie G na dowolny stan ρ
sprawia, »e jest on bezu»yteczny z perspektywy S (poniewa» G(ρ) jest niezmiennicze pod dziaªaniem Em
ze wzgl¦du na równanie (80a)), a dziaªanie G na zakodowany stan Em(ρ) sprawia, »e jest on bezu»yteczny
z perspektywy R (poniewa» dla ka»dego m zakodowany stan Em(ρ) zostaje przetworzony na ustalony stan
G(ρ) zgodnie z równaniem (80b)), kodowania Em w zasobach niszczonych przez G odpowiadaj¡ przesyªaniu
informacji zakodowanej w zasobach asymetrii [24], tj. w stopniach swobody, które nie s¡ niezmiennicze pod
dziaªaniem grupy symetrii. Co istotne, kanaªy unitarne Ug(·)U†g nale»¡ce do G (tzn. dziaªania grupy symetrii
na zbiór stanów kwantowych) speªniaj¡ warunki z równa« (80a)-(80b).

Ogólny i troch¦ abstrakcyjny problem komunikacji opisany powy»ej pozwala na badanie ró»norodnych
i istotnych problemów komunikacji z wi¦zami. Gdy G jest peªn¡ grup¡ unitarn¡, to G staje si¦ caªkowi-
cie depolaryzuj¡cym kanaªem, tj. G(ρ) = 1/d dla wszystkich ρ. Wtedy równanie (80b) jest speªnione
automatycznie a równanie (80a) ogranicza kodowania do kanaªów unitalnych. Fizycznie odpowiada to sy-
tuacji, w której nadawca S nie ma mo»liwo±ci zmniejszenia entropii no±nika informacji, przez co informacja
zakodowana jest w zasobie czysto±ci stanu [15]. Ponadto, je±li G jest grup¡ unitarn¡ podukªadu S1 dla
wielocz¡stkowego ukªadu S1...n, kodowania zostaj¡ ograniczone do kanaªów unitalnych dziaªaj¡cych lokalnie
na S1. W ten sposób mo»na bada¢ kodowanie informacji nie tylko w zasobie lokalnej czysto±ci, ale tak»e
w spl¡taniu, co pozwala na okre±lenie przydatno±ci danego stanu dla superg¦stego kodowania [109]. Gdy
G jest podgrup¡ wszystkich kanaªów unitarnych diagonalnych w danej bazie {|k〉} (a wi¦c jest podgrup¡
generowan¡ przez komutuj¡ce macierze unitarne), G staje si¦ caªkowicie defazuj¡cym kanaªem D wzgl¦dem
tej bazy, tj. D(ρ) =

∑
k 〈k| ρ |k〉 |k〉〈k|. Równania (80a)-(80b) ograniczaj¡ wtedy kodowania Em do kanaªów

Schur-produktowych [110]. Poniewa» kanaªy takie nie zmieniaj¡ obsadze« (diagonalnych elementów ρ w danej
bazie), a tylko wpªywaj¡ na koherencje (elementy pozadiagonalne), studiowanie komunikacji z takim wi¦zem
pozwala odpowiedzie¢ na pytanie, ile klasycznych bitów mo»na zakodowa¢ w kwantowej koherencji [43].

Optymalny wspóªczynnik komunikacji. Gªównym celem pracy [H13] byªo znalezienie optymalnych
sposobów na zakodowanie wiadomo±ci m, wybranej jednorodnie losowo ze zbioru M = {1, . . . ,M}, u»y-
waj¡c d-wymiarowego stanu kwantowego ρ i ograniczonego zbioru kanaªów kwantowych opisanych równa-
niami (80a)-(80b) tak, by wiadomo±¢ mogªa zosta¢ pó¹niej wiernie odtworzona ze ±rednim prawdopodobie«-
stwem bª¦du ε. Szukamy zatem kodowania w postaci kanaªów kwantowych {Em}m∈M, które s¡ kodowaniami
w zasobach niszczonych przez G; oraz dekodera okre±lonego przez pomiar kwantowy opisany przez elementy
POVM (z ang. positive operator-valued measure) {Dm}m∈M takie, »e

1

M

M∑
m=1

Tr (Em(ρ)Dm) ≥ 1− ε, (82)

tj. ±rednie prawdopodobie«stwo bª¦dnego odkodowania wiadomo±ci jest mniejsze ni» ε. Zainteresowani
jeste±my maksymaln¡ warto±ci¡ M dla danego ρ i ε. Szczególnie interesuje nas przypadek, gdy mamy do
czynienia z N niezale»nymi i jednakowymi kopiami stanu, tj. gdy kodujemy w stanie ρ⊗N u»ywaj¡c kodowa«
w zasobach niszczonych przez G⊗N . Celem jest wtedy znalezienie optymalnego wspóªczynnika kodowania
informacji (w bitach na jeden zu»yty stan zasobowy) w asymetrii stanów kwantowych,

R(ρ,N, ε) := sup

{
logM

N

∣∣ równanie (82) jest speªnione} , (83)

oraz, w szczególno±ci, zrozumienie jego asymptotycznego zachowania gdy N →∞.
W pracy [H13] udowodniªem, »e maksymalna liczba wiadomo±ci M(ρ, ε), któr¡ mo»na zakodowa¢ w

zasobach stanu kwantowego ρ niszczonych przez kanaª typu G-twirling G dla unitarnej grupy G i ze ±rednim
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bª¦dem odkodowania co najwy»ej ε, jest ograniczona przez

logM(ρ, ε) ≤ Dε+δ
s (ρ‖G(ρ)) + log

1

δ
, (84a)

logM(ρ, ε) ≥ Dε−δ
s (ρ‖G(ρ))− log

2

δ
, (84b)

dla wszystkich δ ∈ (0,min{ε, 1 − ε}), gdzie Dε
s oznacza informacyjno-spektraln¡ entropi¦ wzgl¦dn¡ dan¡

przez [111]
Dδ
s(ρ‖σ) := sup

{
K
∣∣ Tr

(
ρΠρ≤2Kσ

)
≤ δ
}
, (85)

z Πρ≤2Kσ oznaczaj¡cym ortogonalny rzut na podprzestrze« generowan¡ przez podprzestrzenie wªasne 2Kσ−ρ
z nieujemnymi warto±ciami wªasnymi. Co wi¦cej, udowodniªem »e optymalne M(ρ, ε) mo»e by¢ osi¡gni¦te
za pomoc¡ unitarnych kodowa« nale»¡cych do G. Dowiodªem tak»e, »e optymalny wspóªczynnik R(ρ,N, ε)
dany jest przez nast¦puj¡ce wyra»enie asymptotyczne drugiego rz¦du:

R(ρ,N, ε) ' D(ρ‖G(ρ)) +
Φ−1(ε)√

N

√
V (ρ‖G(ρ)), (86)

gdzie Φ−1 oznacza funkcj¦ odwrotn¡ dystrybuanty standardowego rozkªadu normalnego Φ, D(·‖·) to en-
tropia wzgl¦dna, V (·‖·) to wariancja entropii wzgl¦dnej, a ' oznacza równo±¢ z dokªadno±ci¡ do wyrazów
rz¦du o(1/

√
N). Powy»szy optymalny wspóªczynnik komunikacji mo»e tak»e by¢ uzyskany przy pomocy

produktowych kodowa« unitarnych nale»¡cych do G×N .

Zastosowanie do superg¦stego kodowania i bezpiecznej komunikacji. Jak ju» wspomniano powy»ej,
ogólne wyniki dotycz¡ce optymalnego wspóªczynnika komunikacji za pomoc¡ kodowa« w zasobach niszczonych
przez G pozwalaj¡ na znalezienie optymalnych rozwi¡za« ró»nych problemów komunikacyjnych. Dwa wa»ne
przykªady, które zostaªy omówione w pracy [H13], s¡ nast¦puj¡ce. Po pierwsze, rozwa»my kodowanie w
stanie ρAB ukªadu dwucz¡stkowego AB (o lokalnych wymiarach dA i dB), korzystaj¡c z kodowa« w zasobach
niszczonych przez kanaª G-twirling G po wszystkich kanaªach unitarnych dziaªaj¡cych na A. Jak pokazano
w pracy [H13], kodowania takie odpowiadaj¡ lokalnym kanaªom unitalnym na ukªadzie A. Korzystaj¡c
z równania (86), mo»emy znale¹¢ liczb¦ w przybli»eniu ortogonalnych stanów globalnych ukªadu AB, które
mo»na uzyska¢ ze stanu pocz¡tkowego przetwarzaj¡c tylko lokalnie ukªad A. Innymi sªowy, mo»emy studiowa¢
optymalny wspóªczynnik unitalnego superg¦stego kodowania. Bardziej szczegóªowo, mo»emy pokaza¢, »e
produktowe kodowania unitarne na podukªadzie A osi¡gaj¡ (z dokªadno±ci¡ do asymptotycznych wyrazów
drugiego rz¦du) ten sam optymalny wspóªczynnik superg¦stego kodowania Rloc(ρAB , N, ε) co kodowania
unitalne na podukªadzie A, i dany jest on przez

Rloc(ρAB , N, ε) ' Rloc(ρAB) +
Φ−1(ε)√

N

√
V (A|B) , (87a)

Rloc(ρAB) := log dA − S(A|B), (87b)

gdzie S(A|B) = −D(ρAB‖1A ⊗ ρB) = S(ρAB)− S(ρB) to entropia wzgl¦dna, a V (A|B) = V (ρAB‖1A ⊗ ρB)
to zwi¡zana z ni¡ wariancja [37].

Po drugie, kodowania w zasobach niszczonych przez G s¡ zwi¡zane ze schematem bezpiecznej komunikacji
dla dekoheruj¡cego superoperatora G [112], który to schemat zostaª pierwotnie opisany w pracy na temat
kwantowych ukªadów odniesienia [25]. W schemacie tym mamy do czynienia z trzema stronami: poza
nadawc¡ S i odbiorc¡ R, wyst¦puje tak»e strona podsªuchuj¡ca E. Dwie komunikuj¡ce si¦ strony maj¡ do
dyspozycji prywatny (niedost¦pny dla stron trzecich) ukªad odniesienia dla pewnych stopni swobody, tj. S
i R maj¡ wcze±niej uzgodnione formy reprezentacji U(g) dla danych klasycznych etykiet g. Jako przykªad,
rozwa»my prywatny kartezja«ski ukªad odniesienia (np. dany przez trzy wzajemnie prostopadªe sztywne
pr¦ty okre±laj¡ce kierunki x, y, z). Dany element grupy obrotów mo»e by¢ wtedy opisany klasyczn¡ etykiet¡
zawieraj¡c¡ trzy k¡ty Eulera wzgl¦dem osi de�niuj¡cych ukªad odniesienia. Dlatego te», je±li S przeka»e R, »e
przygotowaª cz¡stk¦ o spinie 1/2 skierowanym wzdªu» dodatniej osi z, a R chce j¡ obróci¢ tak, by wskazywaªa
w odwrotnym kierunku, to wie dokªadnie, którego U(g) u»y¢. Jednak z punktu widzenia E, nie maj¡cego
dost¦pu do ukªadu odniesienia, ukªad wygl¡da jak probabilistyczna mieszanka (wynikaj¡ca z braku wiedzy
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o orientacji ukªadu odniesienia) po wszystkich mo»liwych obrotach ukªadu odniesienia. W ten sposób stan
ρ opisywany jest przez E jako G(ρ), gdzie G to u±rednienie po elementach grupy SO(3), a zatem dowolny
stan pocz¡tkowy cz¡stki o spinie 1/2 wygl¡da dla E jak stan maksymalnie zmieszany. Oczywi±cie, w ogólnej
sytuacji takie u±rednienie mo»e zosta¢ wykonane po dowolnej grupie G odpowiadaj¡cej prywatnemu ukªadowi
odniesienia pomi¦dzy S i R, do którego E nie ma dost¦pu. Pod¡»aj¡c za de�nicj¡ wprowadzon¡ w pracy [112],
dla S i R istnieje bezpieczny schemat komunikacji stosuj¡cy prywatny ukªad odniesienia zwi¡zany z grup¡
G, je±li S mo»e przygotowa¢ M ortogonalnych stanów σm takich, »e G(σm) = ρ0 dla wszystkich m i pewnego
ustalonego stanu ρ0. Oznacza to, »e S mo»e wysªa¢ jedn¡ z M perfekcyjnie rozró»nialnych wiadomo±ci
do R, podczas gdy dla strony podsªuchuj¡cej E wszystkie te wiadomo±ci b¦d¡ caªkowicie nierozró»nialne,
a wi¦c komunikacja b¦dzie bezpieczna. Poprzez równanie (80b), jasnym jest wtedy, »e je±li dla stanu ρ
istnieje M kodowa« w zasobach niszczonych przez G, to S i R posiadaj¡ bezpieczny schemat komunikacji: S
przygotowuje jeden ze stanów Em(ρ), które s¡ (prawie) doskonale rozró»nialne przez R, ale dla E wszystkie
one s¡ opisane przez G(Em(ρ)) = G(ρ). Dlatego te» ka»dy stan ρ okre±la bezpieczny schemat komunikacji
logM bitów, a równanie (84a)-(84b) ogranicza z góry i z doªu warto±¢ logM w re»imie pojedynczej rundy
komunikacyjnej. Optymalizuj¡c informacyjno-spektraln¡ entropi¦ wzgl¦dn¡ pomi¦dzy ρ i G(ρ) po wszystkich
stanach ρ, mo»emy zatem znale¹¢ optymalny schemat bezpiecznej komunikacji.

4.6 Wyniki dotycz¡ce wi¦zów klasyczno±ci

4.6.1 Minimalizacja nieodwracalno±ci procesu losowego

Klasyczna i kwantowa losowo±¢. Rozwa»my wielopoziomowy ukªad �zyczny poddany pewnej nieznanej
ewolucji. W celu jej scharakteryzowania, mo»emy najpierw zmierzy¢ ukªad, znajduj¡c go w pewnym dobrze
okre±lonym stanie j, np. stanie wªasnym obserwabli A. Nast¦pnie pozwalamy ukªadowi ewoluowa¢ przez czas
τ i wykonujemy ten sam pomiar, tym razem znajduj¡c go w stanie i. Powtarzaj¡c t¦ procedur¦ wielokrotnie
i zbieraj¡c statystyk¦ wyników pomiarów, mo»emy zrekonstruowa¢ macierz przej±cia T , z elementami ma-
cierzowymi Tij opisuj¡cymi prawdopodobie«stwa przej±¢ pomi¦dzy stanami j i i. Je±li mamy do czynienia z
prawdziwie losowym procesem klasycznym, powtórzenie go (np. przez pozwolenie na ewolucj¦ ukªadu przez
czas 2τ zamiast τ) prowadzi do ewolucji opisanej macierz¡ przej±cia T 2. Na Rys. 13a jest to zobrazowane
dla przykªadowego ukªadu dwupoziomowego. Jednak w �zyce kwantowej ró»ne przej±cia (±cie»ki) T mog¡
ze sob¡ interferowa¢, a co za tym idzie zªo»enie dwóch procesów w ogólno±ci nie b¦dzie opisane macierz¡
przej±cia T 2. W szczególno±ci, taki zªo»ony proces mo»e sta¢ si¦ w peªni deterministyczny, prowadz¡c do
caªkowitego zaniku obserwowanej losowo±ci (zob. Rys. 13b). Pytanie, którym zaj¡ªem si¦ w pracy [H3],
brzmi nast¦puj¡co: jak blisko procesu deterministycznego (a zatem i odwracalnego) mo»e by¢ proces losowy,
zakªadaj¡c »e wywoªuje on klasyczne przej±cia losowe opisane przez macierz T?

Kohery�kacja. Aby zbada¢ ten problem w sposób ilo±ciowy, w pracy [H3] wprowadziªem koncept kohe-
ry�kacji klasycznego procesu losowego. Aby go formalnie zde�niowa¢, potrzeba najpierw przypomnie¢ kilka
poj¦¢. Po pierwsze, dla ka»dego kanaªu kwantowego E mo»na zde�niowa¢ zwi¡zany z nim stan Jamioªkow-
skiego [113], który jest wynikiem dziaªania rozszerzonego kanaªu na stan maksymalnie spl¡tany,

JE =
1

d
(E ⊗ I) |Ω〉〈Ω| , (88)

gdzie |Ω〉 =
∑
i |ii〉 a I oznacza kanaª identyczno±ciowy. Warunek na to, by E byªo kanaªem kwantowym

(czyli caªkowicie dodatnim i zachowuj¡cym ±lad odwzorowaniem liniowym), jest równowa»ny nast¦puj¡cym
warunkom [113]

JE ≥ 0, Tr1 (JE) =
1

d
. (89)

Warunki te implikuj¡, »e diagonalne elementy (wzgl¦dem wyró»nionej bazy) stanu Jamioªkowskiego odpo-
wiadaj¡ elementom macierzowym stochastycznej macierzy przej±cia T o rozmiarze d,

〈ij| JE |ij〉 =
1

d
Tij , (90)

gdzie T jest dokªadnie klasycznym dziaªaniem E , tj. macierz¡ przej±cia indukowan¡ przez E i opisuj¡c¡
zmian¦ obsadze« w wyró»nionej bazie,

Tij = 〈i| E(|j〉〈j|) |i〉 . (91)
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(a)

(b)

Rysunek 13: Losowo±¢ klasyczna kontra kwantowa. Ukªad dwupoziomowy przygotowany pocz¡tkowo w
stanie |0〉〈0|. (a) Losowa ewolucja klasyczna pomi¦dzy czasem 0 i τ , transformuj¡ca ukªad pomi¦dzy stanami
|0〉〈0| i |1〉〈1|, i opisana macierz¡ przej±cia T z Tij = 1/2 dla wszystkich i, j. Stan ko«cowy po czasie τ jest
maksymalnie zmieszany, (|0〉〈0|+ |1〉〈1|)/2. Dalsza ewolucja mi¦dzy czasem τ i 2τ jest tak»e opisana przez T ,
co prowadzi do caªkowitej ewolucji opisanej przez T 2 i pozostawia ukªad w stanie maksymalnie zmieszanym.
(b) Kwantowa ewolucja pomi¦dzy czasem 0 i τ opisana przez macierz unitarn¡ U z U11 = −1/

√
2 i Uij = 1/

√
2

w pozostaªych wypadkach (zatem U jest znormalizowan¡ macierz¡ Hadamarda o rozmiarze 2). Stan ko«cowy
po czasie τ dany jest przez |+〉〈+|, gdzie |+〉 = (|0〉+ |1〉)/

√
2. Zwró¢my uwag¦, »e gdyby wykonano pomiar

w momencie τ , zaobserwowano by macierz przej±¢ Tij jak w (a). Jednak, je±li ukªad b¦dzie ewoluowaª dalej
pomi¦dzy czasami τ i 2τ zgodnie z U to, z powodu interferencji, stan ko«cowy ukªadu w momencie 2τ b¦dzie
zadany przez |0〉〈0|, a wi¦c caªkowita ewolucja b¦dzie opisana przez macierz identyczno±ciow¡, U2 = 1.

Dlatego te» diagonalne stany Jamioªkowskiego (z jedynymi niezerowymi elementami na diagonali) odpowia-
daj¡ klasycznym procesom losowym opisanym przez macierze stochastyczne dziaªaj¡ce na wektorach praw-
dopodobie«stwa o rozmiarze d. Maj¡c dan¡ macierz przej±cia T , jej kohery�kacja jest dowolnym kanaªem
kwantowym E , którego klasyczne dziaªanie (diagonala JE) dane jest przez T . W szczególno±ci, dla danego T ,
interesuje nas znalezienie optymalnie skohery�kowanego kanaªu EC takiego, »e koherencja odpowiadaj¡cego
mu stanu Jamioªkowskiego JEC jest jak najwi¦ksza (lub zmieszanie jest jak najmniejsze). Takie optymalnie
skohery�kowane kanaªy s¡ odpowiedzi¡ na gªówne pytanie zadane w pracy [H3], gdy» s¡ kanaªami mo»liwie
najbli»ej kanaªów unitarnych (czyli deterministycznych i odwracalnych), tym samym indukuj¡c klasyczne
przej±cia opisane macierz¡ stochastyczn¡ T . By zmierzy¢ stopie« zmieszania i koherencji, u»yªem nast¦puj¡-
cych standardowych miar: entropow¡ koherencj¦ kanaªu,

Ce(E) := S(D(JE))− S(JE), (92)

gdzie S(ρ) := −Tr (ρ log ρ) jest entropi¡ von Neumanna a D dekoheruj¡cym superoperatorem (który zeruje
wszystkie elementy pozadiagonalne macierzy g¦sto±ci); oraz 2-norm¦ koherencji kanaªu,

C2(E) := Γ(JE)− Γ(D(JE)), (93)

gdzie Γ(ρ) = Tr
(
ρ2
)
oznacza czysto±¢ stanu ρ.

Ograniczenia optymalnej kohery�kacji. Po pierwsze, w pracy [H3] udowodniªem, »e macierz stocha-
styczna T mo»e zosta¢ caªkowicie skohery�kowana (w tym sensie, »e wynikowy kanaª EC jest odwracalny)
wtedy, i tylko wtedy, gdy jest ona unistochastyczna, tzn. je±li istnieje taka macierz unitarna U , »e Tij = |Uij |2.
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Nast¦pnie, dla nieunistochastycznych T wykorzystaªem techniki majoryzacyjne, by wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce
ograniczenia na koherencj¦ i zmieszanie optymalnej kohery�kacji EC macierzy stochastycznej T :

H

(
1

d
T

)
−H

(
µ≺(T )

)
≤ Ce(EC) ≤ H

(
1

d
T

)
−H

(
µ�(T )

)
, (94a)

µ≺(T ) · µ≺(T )− 1

d2
T · T ≤ C2(EC) ≤ µ�(T ) · µ�(T )− 1

d2
T · T . (94b)

W powy»szych wzorach H(p) := −∑i pi log pi jest entropi¡ Shannona, T jest wektorem dªugo±ci d2 ze
skªadowymi zadanymi przez Tij , natomiast wektory µ≺(T ) i µ�(T ) zde�niowane s¡ nast¦puj¡co. Najpierw,
dla ka»dego wiersza T zapisujemy sum¦ po kolumnach jako

∑
j Tij = ni + ai, gdzie ni to liczba caªkowita

oraz ai ∈ [0, 1). Wtedy, u»ywaj¡c nast¦puj¡cych wektorów,

s(i)(T ) =

[
1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
ni times

, ai, 0, . . . , 0

]
, (95)

µ�(T ) zde�niowany jest jako

µ�(T ) :=
1

d

d∑
i=1

s(i)(T ). (96)

Aby zde�niowa¢ µ≺(T ), potrzeba najpierw wprowadzi¢ wektory r(i) zadane przez wiersze T ze skªadowymi
uªo»onymi malej¡co,

r(i) = [Ti1, . . . , Tid]
↓. (97)

Wtedy µ≺(T ) zadany jest przez

µ≺(T ) :=
1

d

d∑
i=1

r(i). (98)

Wzory (94a)-(94b) zapewniaj¡ ograniczenia na to, jak bardzo dany proces losowy opisany macierz¡ przej±cia T
mo»e zosta¢ skohery�kowany, ale tak»e pokazuj¡, co najmniej na ile mo»na skohery�kowa¢ T . Ograniczenia
górne (tj. prawe strony powy»szych równa«) trywializuj¡ si¦, gdy T jest macierz¡ bistochastyczn¡, ale problem
ten rozwi¡zano w pracy [H3] poprzez wyprowadzenie bardziej zaawansowanych ogranicze« na czysto±¢ EC
(zob. Rys. 14a dla przykªadu).

Optymalnie skohery�kowane kanaªy kubitowe i kutritowe. W pracy [H3] badane byªy tak»e bezpo-
±rednio kohery�kacje macierzy przej±cia dla maªych wymiarów d. W szczególno±ci, pokazaªem »e wyprowa-
dzone ograniczenia górne, wzory (94a)-(94b), mog¡ by¢ wysycone dla d = 2, a tak»e znalazªem posta¢ takich
optymalnie skohery�kowanych kanaªów kwantowych EC . W tym wypadku dziaªanie klasyczne zadane jest
przez macierz przej±cia T opisan¡ dwoma parametrami,

T =

[
a 1− b

1− a b

]
=:

[
a b̃
ã b

]
, (99)

gdzie x̃ := 1 − x. Skupimy si¦ na przypadku a ≤ b, gdy» wyniki dla przeciwnego przypadku, a > b, s¡
analogiczne. Mianowicie, wystarczy tylko zamieni¢ a na b we wszystkich wyra»eniach, oraz przetransformowa¢
wszystkie macierze X zamieniaj¡c Xkl na Xk̃l̃. Aby wyrazi¢ operatory Krausa optymalnie skohery�kowanego
kanaªu EC , najpierw wprowad¹my nast¦puj¡c¡ macierz unitarn¡:

U =
1√
a+ b̃

[ √
a −

√
b̃√

b̃
√
a

]
, (100)

oraz kanaª zaniku Ψ(·) = L1(·)L†1 + L2(·)L†2 z

L1 =

[ √
a+ b̃ 0
0 1

]
, L2 =

[
0 0√
b− a 0

]
. (101)
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|0〉〈0|

|1〉〈1|

|+〉〈+||−〉〈−|

(a) (b)

Rysunek 14: (a)Ograniczenie na czysto±¢. Ograniczenie z góry czysto±ci Γ dla rodziny optymalnie skohe-
ry�kowanych kanaªów kutritowych z dziaªaniem klasycznym zadanym przez bistochastyczn¡ macierz przej±cia
T =

∑3
i=1 qiΠ

i, gdzie
∑
i qi = 1 a Π jest cykliczn¡ macierz¡ permutacji. Ka»da macierz unistochastyczna

T ∈ U3 mo»e zosta¢ caªkowicie skohery�kowana, dlatego te» wtedy Γ = 1. (b) Dziaªanie optymalnie
skohery�kowanego kanaªu kubitowego. Obraz sfery Blocha pod dziaªaniem EC (z akcj¡ klasyczn¡ dan¡
przez a = 1

3 i b = 5
6 ) reprezentowany jest przez szar¡ elipsoid¦. Gruba czerwona linia odpowiada dziaªaniu

klasycznego kanaªu T , a przerywane linie wskazuj¡ transformacje wyró»nionych punktów sfery.

Wtedy optymalnie skohery�kowany kanaª z klasycznym dziaªaniem T dany jest przez EC(·) = K1(·)K†1 +

K2(·)K†2 z

K1 = L1U
† =

 √
a

√
b̃

−
√

b̃
a+b̃

√
a
a+b̃

 , K2 = L2U
† =

[
0 0√

ã− b̃
a+b̃

√
b− a

a+b̃

]
. (102)

Dziaªanie EC na sferze Blocha dla pewnego konkretnego wyboru T zobrazowane jest na Rys. 14b. Wreszcie,
w pracy [H3] pokazaªem tak»e, »e macierze stochastyczne rozmiaru 3 nale»¡ce do jednej z poni»szych rodzin,

T ∈


 0 a b

c 0 b̃
c̃ ã 0

 ,
 a b 0

0 0 c

ã b̃ c̃

 ,
 a b c

ã b̃ c̃
0 0 0

 , (103)

tak»e mog¡ by¢ optymalnie skohery�kowane (tzn. tak»e wysycaj¡ wyprowadzone ograniczenia górne), oraz
znalazªem dokªadne formy tak optymalnie skohery�kowanych kanaªów

Struktura macierzy unistochastycznych. Jak zostaªo to omówione powy»ej i w pracy [H3], badanie
problemu unistochastyczno±ci (tj. które macierze stochastyczne s¡ unistochastyczne) mo»e da¢ nam wgl¡d
w natur¦ losowo±ci, poniewa» unistochastyczne procesy losowe mog¡ wynika¢ z w peªni deterministycznej i
odwracalnej dynamiki. Problem scharakteryzowania zbioru Ud macierzy unistochastycznych o rozmiarze d jest
tak»e zwi¡zany z kwantyzacj¡ klasycznych ukªadów dynamicznych zdeterminowanych przez zadan¡ macierz
bistochastyczn¡ [114, 115]. Co wi¦cej, unistochastyczno±¢ wi¡»e si¦ tak»e z zadaniem znalezienia wszystkich
dyskretnych bª¡dze« losowych na gra�e o d wierzchoªkach [116]. Gªównym celem pracy [H11] byªo pogª¦bienie
naszego rozumienia struktury zbioru Ud poprzez wprowadzenie zbioru Ld macierzy ªa«cuszkowych, który
zawiera badany zbiór Ud i przybli»a go z zewn¡trz. Zbiór Ld skªada si¦ z tych bistochastycznych macierzy B,
których elementy speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki:

2 max
j

√
BjkBjl ≤

d∑
j=1

√
BjkBjl, 2 max

l

√
BjlBkl ≤

d∑
l=1

√
BjlBkl, (104)
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Rysunek 15: (a) Cyrkulantne macierze unistochastyczne o rozmiarze d = 4. Zbiór macierzy cyrku-
lantnych 4×4 przedstawi¢ mo»na jako czworo±cian z wierzchoªkami odpowiadaj¡cymi czterem cyrkulantnym
macierzom permutacji Πn

4 , oraz punktami wewn¡trz odpowiadaj¡cymi kombinacjom wypukªym tych ekstre-
malnych macierzy. Podzbiór macierzy cyrkulantnych, który dodatkowo speªnia warunki ªa«cuszkowe (a wi¦c,
zgodnie z wynikami pracy [H11], zbiór cyrkulantnych macierzy unistochastycznych) przedstawiony jest jako
niewypukªy, zielony ksztaªt wewn¡trz czworo±cianu. (b) Warto±ci wªasne podwójnie cyrkulantnych
macierzy unistochastycznych. Warto±ci wªasny podwójnie cyrkulantnych macierzy unistochastycznych
4 × 4 na pªaszczy¹nie zespolonej (zielone kropki), razem z astroid¡, tj. 4-hypocykloid¡. Wykre±lony zbiór
macierzy otrzymano dyskretyzuj¡c 4-wymiarowe wektory prawdopodobie«stwa opisuj¡ce dan¡ macierz cyr-
kulantn¡ na siatce o rozmiarze 0.02 i sprawdzaj¡c, czy otrzymana macierz speªnia warunek ªa«cuszkowy.

nazwa za± odnosi si¦ do faktu, »e gdy powy»sze nierówno±ci s¡ speªnione, to pewien zbiór odcinków o okre-
±lonej dªugo±ci mo»na zamkn¡¢ w wielok¡t (�ªa«cuszek�) na pªaszczy¹nie zespolonej. Nast¦puj¡ce istotne
wªasno±ci zbioru Ld zostaªy udowodnione w pracy [H11]. Po pierwsze, zbiór macierzy ªa«cuszkowych Ld
jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na mno»enie przez macierze faktoryzowalne i, w wyniku tego, ka»da macierz
faktoryzowalna jest tak»e ªa«cuszkowa (przypomnijmy, »e macierze faktoryzowalne to takie macierze, które
mo»na wyrazi¢ jako iloczyn macierzy bistochastycznych dziaªaj¡cych nietrywialnie co najwy»ej na dwóch
poziomach [95]). Po drugie, zbiór macierzy ªa«cuszkowych (a tak»e zbiór macierzy faktoryzowalnych) jest
gwia¹dzisty wzgl¦dem pªaskiej macierzy van der WaerdenaWd ze wszystkimi elementami macierzowymi rów-
nymi 1/d. Wreszcie, je±li B1 ∈ Ld1

i B2 ∈ Ld2
, to B = B1 ⊗B2 nale»y do Ld1d2

. Te wªasno±ci Ld nie tylko
charakteryzuj¡ nadzbiór macierzy unistochastycznych Ud, ale tak»e w peªni opisuj¡ pewne maªowymiarowe
przypadki, gdy» wtedy oba te zbiory s¡ sobie równe. Bardziej szczegóªowo, wiadomo »e U3 = L3 [94], a
wi¦c wyniki pracy [H11] oznaczaj¡ te», »e zbiór unistochastycznych macierzy o rozmiarze 3 jest gwia¹dzisty
wzgl¦dem pªaskiej macierzy W3, a tak»e zamkni¦ty ze wzgl¦du na mno»enie przez macierze faktoryzowalne.
Co wi¦cej, w pracy [H11] pokazano, »e dla d = 4 zbiór cyrkulantnych macierzy unistochastycznych pokrywa
si¦ ze zbiorem cyrkulantnych macierzy ªa«cuszkowych (przypomnijmy, »e macierze cyrkulantne to macierze
kwadratowe, w których wszystkie wiersze skªadaj¡ si¦ z tych samych elementów, a ka»dy kolejny wiersz jest
przesuni¦ty o jeden element w prawo wzgl¦dem poprzedzaj¡cego go wiersza). Dlatego te» zbiór cyrkulant-
nych macierzy unistochastycznych tak»e jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na mno»enie przez cyrkulantne macierze
faktoryzowalne oraz gwia¹dzisty wzgl¦dem W4. Jego geometryczna struktura jest zobrazowana na Rys. 15a.
Wreszcie, w pracy [H11] badaªem tak»e podwójnie cyrkulantne macierze unistochastyczne (tj. takie macie-
rze unistochastyczne, które powstaj¡ z cyrkulantnej dynamiki unitarnej) i scharakteryzowaªem ich widma.
W szczególno±ci udowodniªem, »e warto±ci wªasne podwójnie cyrkulantnej macierzy B o rozmiarze d le»¡
wewn¡trz jednostkowej d-hipocykloidy Hd na pªaszczy¹nie zespolonej, tj. wewn¡trz gwia¹dzistego obszaru
ograniczonego nast¦puj¡c¡ krzyw¡ parametryczn¡:

x(θ) =
d− 1

d
cos θ +

1

d
cos((d− 1)θ), y(θ) =

d− 1

d
sin θ − 1

d
sin((d− 1)θ), (105)

44



co zilustrowane jest na Rys. 15b. Co wi¦cej, pokazaªem »e dla wymiarów d ≤ 4, zbiory cyrkulantnych macierzy
unistochastycznych pokrywaj¡ si¦ ze zbiorami podwójnie cyrkulantnych macierzy unistochastycznych.

4.6.2 Strukturalne ró»nice pomi¦dzy losowo±ci¡ klasyczn¡ a kwantow¡

Klasycznie nierozró»nialne kanaªy i stany. Koncept kohery�kacji wprowadzony w artykule [H3] zostaª
wykorzystany w pracy [H7] do zbadania, o ile struktura kwantowej losowo±ci jest bogatsza w porównaniu z
losowo±ci¡ klasyczn¡. Bogactwo to wynika z faktu, »e mo»e istnie¢ wiele ró»nych kwantowych kohery�kacji
danego klasycznego procesu opisanego macierz¡ przej±cia T , pytaniem zatem jest, w jaki sposób odpowiednio
to skwanty�kowa¢? W pracy [H7], zaj¡ªem si¦ tym problemem wprowadzaj¡c i badaj¡c nast¦puj¡ce dwa
poj¦cia: czynnik rozró»nialno±ci M(T ), dany przez maksymaln¡ liczb¦ kwantowych kanaªów maj¡cych to
samo dziaªanie klasyczne T i daj¡cych si¦ perfekcyjnie rozró»ni¢ w eksperymencie; oraz ograniczony czynnik
rozró»nialno±ci M̃(T ), dany przez maksymaln¡ liczb¦ kwantowych kanaªów maj¡cych to samo dziaªanie kla-
syczne T i daj¡cych si¦ perfekcyjnie rozró»ni¢ w eksperymencie bez u»ywania stanów spl¡tanych. Badanie
czynników rozró»nialno±ci pozwala zliczy¢ ró»ne sposoby przetwarzania informacji zakodowanej w kwantowej
koherencji, poniewa» wszystkie kohery�kacje T s¡ klasycznie nierozró»nialne (tj. klasyczne stopnie swobody
transformuj¡ si¦ tak samo, zgodnie z T ), a wi¦c rozró»ni¢ je mo»na jedynie poprzez efekt, jaki maj¡ one
na kwantowe stopnie swobody. Co wi¦cej, w pracy [H7], analizowaªem tak»e ró»nice pomi¦dzy losowo±ci¡
klasyczn¡ a kwantow¡ przez rozszerzenie poj¦cia kohery�kacji z kanaªów do stanów: stan kwantowy ρ jest ko-
hery�kacj¡ klasycznego wektora prawdopodobie«stwa p, je±li jego obsadzenia w wyró»nionej bazie s¡ opisane
przez p (tj. 〈i| ρ |i〉 = pi). Mówimy te», »e wektor prawdopodobie«stwa p o rozmiarze d nale»y do obszaru
M -rozró»nialno±ci AMd simpleksu prawdopodobie«stwa ∆d wtedy, i tylko wtedy, gdy istnieje M perfekcyjnie
rozró»nialnych stanów kwantowych o tym samym klasycznym obrazie p (tj. klasycznie nierozró»nialnych).

Liczba ró»nych kohery�kacji stanów. Analiza w pracy [H7] rozpoczyna si¦ od szukania warunków ko-
niecznych na M -rozró»nialno±¢ stanów. Geometrycznie, problem ten jest równowa»ny ograniczeniu obszarów
M -rozró»nialno±ci AMd wewn¡trz simpleksu prawdopodobie«stwa ∆d. Po pierwsze zwró¢my uwag¦, »e z
de�nicji mamy Ald ⊂ Akd dla 1 ≤ k < l ≤ d, oraz A1

d = ∆d. W celu znalezienia dalszych nietrywialnych wa-
runków, potrzebny nam jest koncept permutohedronu [117]. Dla ka»dego x ∈ Rd, permutohedron Pd(x) jest
otoczk¡ wypukª¡ wszystkich permutacji x,

y ∈ Pd(x) ⇐⇒ ∃λ : y =
∑
k

λkΠkx, (106)

gdzie λ jest d!-wymiarowym wektorem prawdopodobie«stwa a {Πk} oznacza zbiór d! macierzy permuta-
cji dziaªaj¡cych na d-wymiarowych wektorach. B¦dziemy u»ywa¢ skróconej notacji PMd , w celu oznacze-
nia permutohedronu dla x zadanego pªaskim rozkªadem z pierwszymi M elementami równymi 1/M . Per-
mutohedrony PMd tworz¡ zagnie»d»one wypukªe politopy (wielokomórki) w przestrzeni Rd−1, speªniaj¡ce
PM+1
d ⊂ PMd , P1

d = ∆d oraz Pdd = {η}, z η oznaczaj¡cym rozkªad jednorodny [1/d, . . . , 1/d]. Pierwsze kilka
z nich zilustrowano na Rys. 16. W pracy [H7] udowodniªem, »e obszary M -rozró»nialno±ci AMd le»¡ we-
wn¡trz permutohedronów PMd , co nazwaªem ograniczeniem permutohedronowym . Oznacza to, »e warunkiem
koniecznym na M -rozró»nialno±¢ zbioru stanów kwantowych {ρ(n)}Mn=1 z zadanym klasycznym obrazem p
jest maxk pk ≤ 1/M . Co wi¦cej, udowodniªem »e ten konieczny warunek na M -rozró»nialno±¢ jest tak»e
wystarczaj¡cy dla M = 2 i M = d (tj. A2

d = P2
d i Add = Pdd ), ale nie jest wystarczaj¡cy dla M = d− 1 oraz

parzystych d > 2 (tj. Ad−1
d 6= Pd−1

d dla parzystych d > 2). Nast¦pnie, pokazaªem »e dla wektorów prawdopo-
dobie«stwa le»¡cych na granicy permutohedronu PMd , M -rozró»nialno±¢ stanów mieszanych jest równowa»na
M -rozró»nialno±ci stanów czystych, co znacz¡co upraszcza analiz¦ problemu. Poza tym, udowodniªem tak»e,
»e M -rozró»nialno±¢ zbioru stanów czystych {|ψ〉(n)}Mn=1 o zadanym obrazie klasycznym p jest równowa»na
z istnieniem macierzy unistochastycznej T z pierwszymi M kolumnami równymi p, w ten sposób wi¡»¡c
badany problem ze znanym problemem unistochastyczno±ci [93, 94]. Dla d b¦d¡cych liczbami pierwszymi
pokazaªem, »e zawsze istnieje d− 1 perfekcyjnie rozró»nialnych stanów o klasycznym obrazie p, je±li tylko p
jest wystarczaj¡co blisko rozkªadu jednorodnego, tj.

∃ε > 0 : B(η, ε) ⊆ Ad−1
d , (107)
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Rysunek 16: Permutohedrony. Wizualizacja permutohedronów PMd dla 2 ≤ d ≤ 4 i 1 ≤ M ≤ d.
Permutohedron PMd ma

(
d
M

)
wierzchoªków zlokalizowanych na ±rodkach (M − 1)-±cian simpleksu prawdopo-

dobie«stwa ∆d.

gdzie B(η, ε) oznacza kul¦ o promieniu ε i ±rodku w η. Wreszcie, udowodniªem, »e je±li istniejeM perfekcyjnie
rozró»nialnych stanów czystych o klasycznym obrazie q danym przez grubo-ziarnist¡ wersj¦ p, tj. q = Gp
z G b¦d¡c¡ stochastyczn¡ macierz¡ z elementami ograniczonymi do {0, 1}, to istnieje tak»e M perfekcyjnie
rozró»nialnych stanów czystych o obrazie klasycznym p.

Zwi¡zek z zasad¡ nieoznaczono±ci czasu i energii. W pracy [H7] wykazany zostaª silny zwi¡zek po-
mi¦dzy problemem M -rozró»nialno±ci stanów a zasad¡ nieoznaczono±ci czasu i energii. �eby go zrozumie¢
przyjmijmy, »e wyró»niona baza dana jest przez wektory wªasne Hamiltonianu H, {|Ek〉}, zatem p okre±la
obsadzenia poziomów energetycznych, pk = 〈Ek| ρ |Ek〉. Mimo i» obserwabla czasu nie istnieje w mechanice
kwantowej, to jednak czas i energia w pewnym sensie s¡ zmiennymi komplementarnymi, a zatem oczekuje si¦
istnienia dla nich zasady nieoznaczono±ci. Mówi¡c nieprecyzyjnie, powinna ona stanowi¢, »e je±li dany stan ρ
ma dobrze okre±lon¡ energi¦, to powinien by¢ zªym zegarem, tj. nie powinien si¦ on zmienia¢ znacz¡co w
czasie (w granicy gdy ρ jest stanem wªasnym energii, staje si¦ on stanem stacjonarnym i w ogóle nie ewoluuje
w czasie); a gdy stan ρ pozwala na rozró»nienie wielu ró»nych momentów w czasie z du»¡ dokªadno±ci¡, to
jego energia nie powinna by¢ dokªadnie zde�niowana. Oczywi±cie istnieje wiele sposobów, na które mo»na
skwanty�kowa¢ zlokalizowanie energetycznego rozkªadu ρ oraz jako±¢ ρ jako zegara. Na przykªad w najbar-
dziej tradycyjnym sformuªowaniu przez Mandelstama i Tamma [118], nieoznaczono±¢ energii kwanty�kowana
jest przez wariancj¦ p, a jako±¢ pomiaru czasu dana jest przez minimalny czas potrzebny by ρ wyewoluowaªo
do innego stanu rozró»nialnego (jasnym jest, »e je±li taki czas jest dªugi, to rozdzielczo±¢ czasowa jest maªa,
co z kolei oznacza sªab¡ jako±¢ ρ jako zegara). Alternatywnie, maj¡c stan ρ o rozkªadzie energii p, jego
jako±¢ pomiaru czasu mo»e by¢ okre±lona przez M , które mówi nam, ile ró»nych momentów w czasie mo»e
by¢ jednoznacznie (tj. bez »adnej niepewno±ci) odró»nionych przy pomocy ρ. Obszary M -rozró»nialno±ci
AMd s¡ zatem geometryczn¡ wizualizacj¡ zasady nieoznaczono±ci czasu i energii: im bardziej zbli»amy si¦
do centrum simpleksu prawdopodobie«stwa (do rozkªadu jednorodnego), tym bardziej niepewny jest wynik
pomiaru energii, ale lepsza potencjalna jako±¢ pomiaru czasu. Zastosowanie wyprowadzonego ogranicze-
nia permutohedronowego daje nam zatem nast¦puj¡ce stwierdzenie: stan, który mo»e rozró»ni¢ M ró»nych
chwil w czasie, speªnia nierówno±¢ na min-entropi¦ H∞(p) ≥ logM , z p oznaczaj¡cym rozkªad po stanach
energetycznych. Zwró¢my uwag¦, »e wynik ten pokrywa si¦ ze szczególn¡ wersj¡ niedawnego wyniku zapre-
zentowanego w pracy [119], gdzie autorzy studiowali entropowe sformuªowania zasady nieoznaczono±ci czasu
i energii. Dlatego te» wszelkie usprawnienia ograniczenia permutohedronowego poprawiªyby tak»e wyniki
uzyskane w tamtej pracy.

Liczba ró»nych kohery�kacji kanaªów. W kwestii czynników rozró»nialno±ci w pracy [H7] uzyskano
nast¦puj¡ce wyniki. Po pierwsze udowodniono, »e ograniczony czynnik rozró»nialno±ci M̃(T ) dla ka»dego
unistochastycznego T przyjmuje maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢, M̃(T ) = d. Analogiczny wynik otrzymano
dla wszystkich cyrkulantnych macierzy stochastycznych T . Znaleziono tak»e czynniki rozró»nialno±ci dla
macierzy identyczno±ciowej i van den Waerdana, które s¡ odpowiednio równe M(1) = d i M(W ) = d2, co
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pokazuje, »e bez ograniczenia czynniki rozró»nialno±ci dla macierzy unistochastycznych mog¡ przyjmowa¢
ekstremalne dozwolone warto±ci. Dodatkowym wnioskiem z tego wyniku jest fakt, »e maksymalna liczba
perfekcyjnie rozró»nialnych uogólnionych kanaªów defazuj¡cych DC , wprowadzonych w pracy [120] i zde�nio-
wanych poprzez macierz korelacji C jako

〈i| DC(ρ) |j〉 = ρijCij , (108)

wynosi d. Co wi¦cej, w pracy [H7] pokazano, »e dla ka»dej bistochastycznej macierzy T mamy M(T ) ≥ 2.
Ograniczony czynnik rozró»nialno±ci M̃(T ) zostaª tak»e powi¡zany z obszarami rozró»nialno±ciAMd : je±li wek-
tor prawdopodobie«stwa dany przez kolumn¦ T nale»y do AMd , to M̃(T ) ≥M . Je±li za± elementy co najmniej
jednej kolumny macierzy stochastycznej T speªniaj¡ uogólnion¡ nierówno±¢ trójk¡ta, to M̃(T ) ≥ 2. Wreszcie,
problem czynników rozró»nialno±ci zostaª caªkowicie rozwi¡zany dla ukªadu dwupoziomowego: M̃(T ) dla T
sparametryzowanego wzorem (99) wynosi

M̃(T ) =


1 : for

1

2
< |a− b| ≤ 1,

2 : for 0 ≤ |a− b| ≤ 1

2
,

(109)

a tymczasemM(T ) wynosi

M(T ) =



2 : for 0 < |a− b| ≤ 1

2
,

3 : for a = b and a ∈
[

1

3
,

2

3

]
\
{

1

2

}
,

4 : for a = b =
1

2
.

(110)

Superkanaªy defazuj¡ce. W pracy [H10] wprowadziªem i zbadaªem klas¦ szumów, które pozostawiaj¡
niezmienion¡ klasyczn¡ akcj¦ kanaªu E w wyró»nionej bazie, ale nietrywialnie wpªywaj¡ na jego wªasno±ci
kwantowe. Zapewnia to jeszcze jedn¡ perspektyw¦ na strukturalne ró»nice mi¦dzy klasycznymi a kwanto-
wymi procesami � podczas gdy te defazuj¡ce superkanaªy nie maj¡ »adnego efektu na dynamik¦ klasyczn¡,
posiadaj¡ jednak bogat¡ struktur¦ wpªywaj¡c¡ na dynamik¦ koherencji. Matematycznym poj¦ciem pozwa-
laj¡cym na formalne uchwycenie ogólnego efektu szumu jest kwantowy superkanaª [121], który jest liniow¡
transformacj¡ Ξ mapuj¡c¡ pomi¦dzy kanaªami kwantowymi. Ma on standardow¡ realizacj¦ �zyczn¡ w postaci
pre- i post-przetwarzania przez kanaªy N1 i N2 z wykorzystaniem pami¦ci:

Ξ[E ] = |0〉〈0|
odrzu¢

N1

E
N2 . (111)

Superkanaª Ξ nazywamy defazuj¡cym, je±li nie zmienia on prawdopodobie«stw przej±¢ w wyró»nionej bazie:

∀ E , |i〉 , |j〉 : 〈i|Ξ[E ](|j〉〈j|) |i〉 = 〈i| E(|j〉〈j|) |i〉 . (112)

Koncept defazuj¡cych superkanaªów oraz ich zwi¡zek z kanaªami defazuj¡cymi zilustrowany jest na Rys. 17.
W pracy [H10] defazuj¡ce superkanaªy zostaªy najpierw matematycznie scharakteryzowane przez ustalenie

izomor�zmu pomi¦dzy ich zbiorem a szczególn¡ rodzin¡ Schur-produktowych superodwzorowa« dziaªaj¡cych
na stan Jamioªkowskiego J(E) kanaªu E . Mianowicie, udowodniono, »e transformacja liniowa Ξ jest defazu-
j¡cym superkanaªem wtedy, i tylko wtedy, je±li transformuje stan Jamioªkowskiego w nast¦puj¡cy sposób:

J(Ξ[E ]) =
∑
ijkl

J(E)ij,klCij,kl |ij〉〈kl| = J(E) ◦ C, (113)

gdzie {|ij〉} to wyró»niona baza, ◦ oznacza iloczyn Schura (iloczyn po wspóªrz¦dnych) w tej»e bazie, a C
to macierz korelacji (dodatnia macierz ze wszystkimi elementami diagonalnymi równymi 1) o rozmiarze d2 i
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Rysunek 17: Defazuj¡ce kanaªy i superkanaªy. Zbiór stanów kwantowych Ωq (macierze g¦sto±ci) jest
rzutowany na zbiór stanów klasycznych Ωc (wektory prawdopodobie«stwa) przez caªkowicie defazuj¡cy ka-
naª, który usuwa wszystkie koherencje w wyró»nionej bazie, ale nie zmienia obsadze« poziomów. Uogólnione
kanaªy defazuj¡ce to te mapowania pomi¦dzy stanami kwantowymi, które zmieniaj¡ koherencje, jednocze-
±nie nie zmieniaj¡c obsadze«, tj. zostawiaj¡ klasyczny (kompletnie zdefazowany) obraz stanu bez zmian.
Analogicznie, zbiór kanaªów kwantowych Tq (mapy CPTP) jest rzutowany na zbiór kanaªów klasycznych Tc
(macierze stochastyczne) przez caªkowicie defazuj¡cy superkanaª, który usuwa wszelkie koherentne wªasno±ci
kanaªu, ale pozostawia bez zmian prawdopodobie«stwa przej±¢ w wyró»nionej bazie. Ogólne superkanaªy
defazuj¡ce tworz¡ podzbiór superkanaªów kwantowych Sq takich, »e wpªywaj¡ na koherentne wªasno±ci kana-
ªów, ale nie zmieniaj¡ ich prawdopodobie«stw przej±¢, tj. zostawiaj¡ klasyczne (caªkowicie superzdefazowane)
dziaªanie kanaªu bez zmian.

nast¦puj¡cej postaci:

C =


C11 C12 . . . C1N

C21 C11 . . . C2N

...
...

. . .
...

CN1 CN2 . . . C11

 , (114)

gdzie Cij s¡ macierzami d × d a C11 jest macierz¡ korelacji. Znalazªem tak»e �zyczn¡ realizacj¦ ogólnego
superkanaªu defazuj¡cego Ξ, jako unitarne pre- i post-przetwarzanie z dodatkowym ukªadem o rozmiarze d2

w nast¦puj¡cej postaci:

ΞC [E ] = |0〉〈0|
odrzu¢

U
E

V , (115)

gdzie

U(·) = U(·)U†, U =

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗ Ui, (116a)

V(·) = V (·)V †, V =

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗ Vi, (116b)
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z {Ui}, {Vi} b¦d¡cymi dowolnymi macierzami unitarnymi rozmiaru d2. Zwi¡zek mi¦dzy C a tymi macierzami
unitarnymi dany jest przez

Cik,jl = 〈0|U†l V
†
j ViUk |0〉 . (117)

Powy»sza �zyczna realizacja zostaªa tak»e bezpo±rednio powi¡zana z pre- i post-przetwarzaniem z u»yciem
uogólnionych kanaªów defazuj¡cych z pami¦ci¡, a tak»e wprost pokazano, »e dla ukªadów o wymiarze d ≥ 3
ten efekt pami¦ci poszerza mo»liwy zbiór defazuj¡cych szumów. Co wi¦cej, w pracy [H10] udowodniªem te»,
»e moc generowania koherencji [122] ogólnego kanaªu kwantowego monotonicznie spada pod wpªywem defazu-
j¡cych superkanaªów. Wreszcie, zanalizowaªem wpªyw jaki defazuj¡cy szum mo»e mie¢ na kanaª kwantowy E
poprzez zbadanie liczbyM(E , ε) ε-rozró»nialnych (tj. rozró»nialnych z prawdopodobie«stwem 1−ε) kanaªów,
do których E mo»e by¢ przetransformowane za pomoc¡ superkanaªów defazuj¡cych. Pokazaªem, »e liczba ta
jest ograniczona z góry przez

M(E , ε) ≤ 2
CDε

H
(E‖E∆)

, (118)

gdzie E∆ to klasyczna (caªkowicie zdefazowana) wersja E , a CDεH to kanaªowa miara koherencji bazuj¡ca na
kanaªowej entropii wzgl¦dnej zwi¡zanej z entropi¡ wzgl¦dn¡ testowania hipotez [123],

CDεH (E1‖E2) := sup
ρAB

Dε
H((EA1 ⊗ IB)(ρAB)‖(EA2 ⊗ IB)(ρAB)), (119)

z

Dε
H(ρ‖σ) := − log inf

{
Tr (Qσ)

∣∣ 0 ≤ Q ≤ 1, Tr (Qρ) ≥ 1− ε
}
. (120)

Zaprezentowaªem tak»e komplementarne spojrzenie na ten problem, w którym koherencja kanaªu E mo»e by¢
widziana jako zasób pozwalaj¡cy na rozró»nienie pomi¦dzy ró»nymi defazuj¡cymi superkanaªami.

5 Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywno±ci¡ naukow¡

5.1 Aktywno±¢ naukowa w instytucjach badawczych

Podczas swojej kariery naukowej prowadziªem badania w 5 ró»nych o±rodkach akademickich, w tym w 2
zagranicznych, w Australii i Wielkiej Brytanii.

Badania wykonywane w instytucjach badawczych po otrzymaniu stopnia doktora:

1. Uniwersytet Jagiello«ski, Polska � Pa¹dziernik, 2019 � do teraz
10 opublikowanych prac: [H8�H15] oraz [KK14, KK15]
1 zaproszony wykªad konferencyjny, 6 wykªadów konferencyjnych oraz 8 wykªadów seminaryjnych

2. Uniwersytet Gda«ski, Polska � Czerwiec, 2019 - Grudzie«, 2019
3 opublikowane prace: [H8, H9, H13]
1 zaproszony wykªad konferencyjny

3. University of Sydney, Australia � Stycze«, 2017 - Maj, 2019
8 opublikowanych prac: [H1�H8]
5 wykªadów konferencyjnych oraz 8 wykªadów seminaryjnych

Badania wykonywane w instytucjach badawczych przed otrzymaniem stopnia doktora:

4. Imperial College London, Wielka Brytania � Marzec, 2013 - Pa¹dziernik, 2016
9 opublikowanych prac: [KK5, KK7�KK12] oraz [H1, H2]
5 wykªadów konferencyjnych oraz 7 wykªadów seminaryjnych

5. Politechnika Wrocªawka, Polska � Pa¹dziernik, 2009 - Lipiec 2012
5 opublikowanych prac: [KK1�KK3, KK5, KK7]
1 wykªad konferencyjny oraz 2 wykªady seminaryjne
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5.2 Artykuªy spoza cyklu habilitacyjnego

Podczas swojej kariery naukowej opublikowaªem 12 artykuªów naukowych niezawartych w rozprawie habili-
tacyjnej.

Artykuªy spoza cyklu habilitacyjnego opublikowane po otrzymaniu stopnia doktora:

1. [KK15] Fast estimation of outcome probabilities for quantum circuits
Hakop Pashayan, Oliver Reardon-Smith, Kamil Korzekwa, Stephen D. Bartlett
PRX Quantum 3, 020361 (2022) [arXiv:2101.12223]
Liczba stron: 29+13, Brak punktacji ministerialnej (czasopismo powstaªe w 2020), Impact factor: 7.514

2. [KK14] Work �uctuations due to partial thermalizations in two-level systems
Maria Quadeer, Kamil Korzekwa, Marco Tomamichel
Phys. Rev. E 103, 042141 (2021) [arXiv:2101.01330]
Liczba stron: 16, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 2.296

Artykuªy spoza cyklu habilitacyjnego opublikowane przed otrzymaniem stopnia doktora:

3. [KK12] Classical noise and the structure of minimal uncertainty states
Kamil Korzekwa, Matteo Lostaglio
Phys. Rev. A 93, 062347 (2016) [arXiv:1602.01850]
Liczba stron: 14,Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

4. [KK11] The extraction of work from quantum coherence
Kamil Korzekwa, Matteo Lostaglio, Jonathan Oppenheim, David Jennings
New J. Phys. 18, 023045 (2016) [arXiv:1506.07875]
Liczba stron: 18, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 3.539

5. [KK10] Quantum Coherence, Time-Translation Symmetry, and Thermodynamics
Matteo Lostaglio, Kamil Korzekwa, David Jennings, Terry Rudolph
Phys. Rev. X 5, 021001 (2015) [arXiv:1410.4572]
Liczba stron: 11, Punktacja ministerialna: 200, Impact factor: 12.577

6. [KK9] Operational constraints on state-dependent formulations of quantum error-disturbance trade-o�
relations
Kamil Korzekwa, David Jennings, Terry Rudolph
Phys. Rev. A 89, 052108 (2014) [arXiv:1311.5506]
Liczba stron: 6, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

7. [KK8] Quantum and classical entropic uncertainty relations
Kamil Korzekwa, Matteo Lostaglio, David Jennings, Terry Rudolph
Phys. Rev. A 89, 042122 (2014) [arXiv:1402.1143]
Liczba stron: 9, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

8. [KK7] Quantum-state transfer in spin chains via isolated resonance of terminal spins
Kamil Korzekwa, Paweª Machnikowski, Paweª Horodecki
Phys. Rev. A 89, 062301 (2014) [arXiv:1403.7359]
Liczba stron: 6, Punktacja ministerialna: 100, Impact factor: 2.777

9. [KK5] Spin dynamics in p-doped semiconductor nanostructures subject to a magnetic �eld tilted from
the Voigt geometry
K. Korzekwa, C. Gradl, M. Kugler, S. Furthmeier, M. Griesbeck, M. Hirmer, D. Schuh, W. Wegscheider,
T. Kuhn, C. Schüller, T. Korn, P. Machnikowski
Phys. Rev. B 88, 155303 (2013) [arXiv:1306.6363]
Liczba stron: 8, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 3.575
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10. [KK3] Spin dynamics in two-dimensional electron and hole systems revealed by resonant spin ampli�-
cation
T. Korn, M. Griesbeck, M. Kugler, S. Furthmeier, C. Gradl, M. Hirmer, D. Schuh, W. Wegscheider, K.
Korzekwa, P. Machnikowski, T. Kuhn, M.M. Glazov, E.Ya. Sherman,C. Schüller
Proc. SPIE 8461, Spintronics V, 84610O (2012)
Liczba stron: 12

11. [KK2] Decoherence-assisted initialization of a resident hole spin polarization in a pp-doped semiconduc-
tor quantum well
M. Kugler, K. Korzekwa, P. Machnikowski, C. Gradl, S. Furthmeier, M. Griesbeck, M. Hirmer, D.
Schuh, W. Wegscheider, T. Kuhn, C. Schüller, T. Korn
Phys. Rev. B 84, 085327 (2011) [arXiv:1105.1338]
Liczba stron: 9, Punktacja ministerialna: 140, Impact factor: 3.575

12. [KK1] Tunneling transfer protocol in a quantum dot chain immune to inhomogeneity
Kamil Korzekwa, Paweª Machnikowski
Acta Phys. Pol. A, 120, 859-861 (2011) [arXiv:1108.5749]
Liczba stron: 3, Punktacja ministerialna: 40, Impact factor: 0.857

5.3 Wspóªpraca krajowa i mi¦dzynarodowa

Podczas swojej kariery naukowej wspóªpracowaªem z wieloma naukowcami z 16 ró»nych jednostek naukowych,
zarówno krajowych jak i zagranicznych. Poni»sza lista zawiera wszystkie te instytucje i naukowców, z którymi
wspóªpraca zaowocowaªa co najmniej jednym wspólnym opublikowanych artykuªem naukowym.

Wspóªpraca naukowa po uzyskaniu stopnia doktora:

1. ICFO, The Barcelona Institute of Science and Technology, Barcelona, Hiszpania

� Dr Matteo Lostaglio: [H2]

2. University of Technology Sydney, Sydney, Australia

� Prof. Marco Tomamichel: [H4�H6]

� Dr Maria Quadeer: [KK14]

3. University of Sydney, Sydney, Australia

� Prof. Stephen Bartlett: [KK15]

� Dr Christopher T. Chubb: [H4�H6]

4. Uniwersytet Jagiello«ski, Kraków, Polska

� Prof. Karol �yczkowski: [H3, H7, H10, H11, H13]

� Dr Stanisªaw Czachórski: [H3, H7]

� Dr Roberto Salazar: [H10]

� Dr Oliver Reardon-Smith: [KK15]

� Mr Alexssandre de Oliveira Junior: [H12]

5. Polska Akademia Nauk

� Prof. Zbigniew Puchaªa: [H3, H7, H10, H11, H13]

� Dr Grzegorz Rajchel-Mieldzio¢: [H11]

6. University of Oxford, Oxford, Wielka Brytania

� Dr David Jennings: [H8]
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� Dr Cristina Cîrstoiu: [H8]

7. Delft University of Technology, Delft, Holandia

� Dr Matteo Lostaglio: [H9]

8. Uniwersytet Gda«ski, Gda«sk, Polska

� Prof. Paweª Horodecki: [H10]

� Prof. Michaª Horodecki: [H12]

� Mr Tanmoy Biswas: [H12]

9. National University of Singapore, Singapur

� Prof. Marco Tomamichel: [KK14] and [H13]

10. Perimeter Institute for Theoretical Physics, Waterloo, Kanada

� Dr Hakop Pashayan: [KK15]

11. University of Amsterdam, Amsterdam, Holandia

� Dr Matteo Lostaglio: [H14, H15]

12a. Imperial College London, London, Wielka Brytania

� Dr Antony Milne: [H2]

Wspóªpraca naukowa przed uzyskaniem stopnia doktora:

12b. Imperial College London, London, Wielka Brytania

� Prof. Terry Rudolph: [KK8�KK10]

� Dr David Jennings: [KK8�KK11]

� Dr Matteo Lostaglio: [KK8�KK12]

13. University College London, London, Wielka Brytania

� Prof. Jonathan Oppenheim: [KK11]

14. Politechnika Gda«ska, Gda«sk, Polska

� Prof. Paweª Horodecki: [KK7]

15. Universität Regensburg, Regensburg, Niemcy

� Prof. Tobias Korn: [KK2, KK3, KK5]

� Dr Michael Kugler: [KK2, KK3, KK5]

16. Politechnika Wrocªawska, Wrocªaw, Polska

� Prof. Paweª Machnikowski: [KK1�KK3, KK5, KK7]
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5.4 Wykªady na konferencjach i seminariach

Podczas swojej kariery naukowej wygªosiªem 44 wykªady konferencyjne i seminaryjne dotycz¡ce swoich bada«
w jednostkach naukowych w 12 ró»nych krajach.

Wykªady po uzyskaniu stopnia doktora:

1. Optimizing thermalizations

� Wykªad konferencyjny na Quantum Thermodynamics Conference 2022, Belfast, Wielka Bryta-
nia (2022)

� Wykªad konferencyjny na 25th Annual Conference on Quantum Information Processing, Pasadena,
USA (2022)

2. Fundamental constraints of quantum thermodynamics in the Markovian regime

� Zaproszony wykªad konferencyjny na Quantum Optics X, Toru«, Poland (2021)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na UTS Centre for Quantum Software and Information Seminar,
Sydney, Australia (2021)

3. Fast estimation of outcome probabilities for quantum circuits

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Terhal Group Seminar, QuTech, Delft, Holandia (2021)

4. Quantum advantage in simulating stochastic processes

� Wyró»niony wykªad konferencyjny na Annual Ingarden session on Quantum Information, Sopot,
Polska (2020)

� Wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos Seminar, Uniwersytet Jagiello«ski, Kra-
ków, Polska (2020)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na The Quantum and Complexity Science Initiative Seminar,
Nanyang Technological University, Singapur (2020)

5. Encoding classical information in quantum resources

� Wykªad konferencyjny na CTP Quantum Information Days, Warszawa, Polska (2021)

� Wykªad konferencyjny na Beyond IID in Information Theory 8, Palo Alto, USA (2020)

� Wykªad konferencyjny na 15th Conference on the Theory of Quantum Computation, Communi-
cation and Cryptography, Riga, �otwa (2020)

� Wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos Seminar, Uniwersytet Jagiello«ski, Kra-
ków, Polska (2020)

6. Classical simulations of quantum circuits

� Zaproszony wykªad seminaryjny na International Centre for Theory of Quantum Technologies
Seminar, Uniwersytet Gda«ski, Gda«sk, Polska (2020)

� Wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos Seminar, Uniwersytet Jagiello«ski, Kra-
ków, Polska (2020)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Krakow Quantum Informatics Seminar, Kraków, Polska (2020)

7. Resource-theoretic approach to the thermodynamic arrow of time

� Zaproszony wykªad konferencyjny na Quantum Information Theory and Mathematical Physics
Workshop, Budapest, W¦gry (2019)

8. Avoiding irreversibility: lossless interconversion of quantum resources
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� Zaproszony wykªad konferencyjny na X Jubilee Symposium KCIK, Sopot, Polska (2019)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos seminar, Uniwersytet Jagiel-
lo«ski, Kraków, Polska (2018)

� Wykªad konferencyjny na AIP Congress, Perth, Australia (2018)

� Wykªad konferencyjny na Island Physics Conference, Magnetic Island, Australia (2018)

9. Beyond the thermodynamic limit

� Wykªad konferencyjny na Asian Quantum Information Science Conference, Nagoya University,
Japonia (2018)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Center for Theoretical Physics seminar, Polska Akademia
Nauk, Polska (2017)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos seminar, Uniwersytet Jagiel-
lo«ski, Kraków, Polska (2017)

� Zaproszony wykªad konferencyjny na Quantum Foundations and Beyond symposium, National
Quantum Information Centre, Sopot, Polska (2017)

� Wykªad seminaryjny na Quantum Science Group seminar, University of Sydney, Australia (2017)

10. Coherifying quantum states and channels

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Centre for Quantum Software and Information seminar, Uni-
versity of Technology Sydney, Sydney, Australia (2018)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Monash Quantum Information Science seminar, Monash Uni-
versity, Melbourne Australia (2018)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na QSciTech Research Group seminar, Macquarie University,
Sydney, Australia (2018)

11. On time evolution of coherences and populations

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Information & Chaos seminar, Uniwersytet Jagiel-
lo«ski, Kraków, Polska (2016)

Wykªady przed uzyskaniem stopnia doktora:

12. The extraction of work from quantum coherence

� Wykªad konferencyjny na Scienti�c meeting of PhD students, Politechnika Wrocªawska, Pol-
ska (2016)

13. Quantum information and thermodynamics: a resource-theoretic approach

� Wykªad seminaryjny na Quantum Optics and Laser Science Group seminar, Imperial College
London, Wielka Brytania (2016)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Takahiro Sagawa's Group seminar, University of Tokyo, Ja-
ponia (2016)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Science Group seminar, University of Sydney, Au-
stralia (2016)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Coherence-Correlations-Complexity seminar, PolitechnikaWro-
cªawska, Polska (2015)

14. Quantum Coherence, Time-Translation Symmetry, and Thermodynamics

� Wykªad konferencyjny na APS March Meeting, Baltimore, USA (2016)

� Wykªad konferencyjny na 4th International Workshop on the Optical Properties of Nanostructures,
Wrocªaw, Polska (2016)
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� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Information Theory seminar, ICFO Barcelona, Hisz-
pania (2016)

� Wykªad konferencyjny na Symposium on Quantum Coherence, University of Ulm, Niemcy (2015)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Quantum Information Theory seminar, ETH Zurich, Szwaj-
caria (2015)

� Wykªad konferencyjny na 7th Colleges of London Quantum Information Meeting, Imperial College
London, Wielka Brytania (2014)

15. Quantum state transfer via spin chains

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Coherence-Correlations-Complexity seminar, PolitechnikaWro-
cªawska, Polska (2013)

16. Decoherence-driven mechanism for initialization of hole spins in a p-doped semiconductor quantum well

� Wykªad konferencyjny na 41st "Jaszowiec"International School & Conference on the Physics of
Semiconductors, Krynica-Zdrój, Polska (2012)

� Zaproszony wykªad seminaryjny na Optical Spectroscopy of Semiconductor Quantum Structures
seminar, Universität Regensburg, Niemcy (2011)

� Wykªad seminaryjny na Coherence-Correlations-Complexity seminar, Politechnika Wrocªawska,
Polska (2011)

5.5 Dane bibliometryczne

Google Scholar (21 Lipca 2022):

� Caªkowita liczba cytowa«: 1100

� H-index: 12

� Cytowania w poszczególnych latach:

Web of Science (21 Lipca 2022):

� Caªkowita liczba cytowa«: 722 (689 wyª¡czaj¡c autocytowania)

� H-index: 10

6 Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz

popularyzuj¡cych nauk¦

6.1 Osi¡gni¦cia dydaktyczne

Nauczanie akademickie:

� Asystent dydaktyczny, University of Sydney � Stycze«, 2018 - Luty 2018
Krótka seria wykªadów pt. Quantum Spookiness (kurs na kierunku Fizyka dla studentów 2-go roku
studiów I-go stopnia)
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� Asystent dydaktyczny, Imperial College London � Pa¹dziernik, 2014 - Grudzie« 2014
�wiczenia do kursu Mathematics: Functions (kurs na kierunku Fizyka dla studentów 1-go roku studiów
I-go stopnia)

Zaproszone wykªady:

� Uniwersytet Wrocªawski � Listopad, 2016
Krótka seria wykªadów pt. Introduction to Quantum Information Theory (dla doktorantów)

Opieka nad studentami:

� Opiekun sta»u studenckiego � Sierpie«, 2021 - Wrzesie«, 2021
Student: Michaª Piotrak
Uczelnia: Imperial College London
Projekt: Optimal quantum protractor

� Promotor pomocniczy doktoratu � Listopad, 2020 - do dzi±
Doktorant: Tanmoy Biswas
Uczelnia: Uniwersytet Gda«ski
Rozprawa doktorska: Finite-size e�ects in quantum thermodynamics

� Promotor pomocniczy doktoratu � Marzec, 2020 - do dzi±
Doktorant: Alexssandre de Oliveira Junior
Uczelnia: Uniwersytet Jagiello«ski
Rozprawa doktorska: Geometric and information-theoretic aspects of quantum thermodynamics

� Promotor pracy licencjackiej � Pa¹dziernik, 2020 - Czerwiec, 2022
Student: Piotr Przedwojski
Uczelnia: Uniwersytet Jagiello«ski
Praca licencjacka: Asymmetrising quantum states and channels

� Promotor pomocniczy pracy magisterskiej � Luty, 2017 - Pa¹dziernik, 2017
Student: Taiga Adair
Uczelnia: University of Sydney
Praca magisterska: Measurement-Based Quantum Computation with a Foliated Colour Code

� Opiekun studenta studiów licencjackich � Marzec, 2017 - Czerwiec, 2017
Student: Matthew Winnel
Uczelnia: University of Sydney
Projekt zaliczeniowy: Exploring the thermodynamic arrow of time for low-dimensional quantum systems

� Promotor pomocniczy pracy magisterskiej � Listopad, 2014 - Maj, 2015
Student: So�a Qvarfort
Uczelnia: Imperial College London
Praca magisterska: A Resource-Theoretical Approach to Time-Energy Measurements in Quantum Me-
chanics

6.2 Osi¡gni¦cia organizacyjne

� Organizator cotygodniowych seminariów JQI arXiv Review � Marzec, 2022 - Czerwiec, 2022

� Wspóªorganizator warsztatów JQI Team Gorce Workshop � Lipiec, 2021

� Organizator cotygodniowych seminariów JQI Team Meeting � Luty, 2021 - Czerwiec, 2021

� Recenzent i egzaminator doktoratu � Wrzesie«, 2020
Rozprawa doktorska: The Structure and Manipulation of Resources in Quantum Information Theory
Doktorant: Thomas Hebdige
Uniwersytet: Imperial College London, London, Wielka Brytania
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� Kierownik grupy badawczej Quantum Resources Group � Pa¹dziernik, 2019 - do dzi±
Przewodzenie badaniami grupy skªadaj¡cej si¦ z 3 post-doców i 1 doktoranta

� Ekspert oceniaj¡cy granty dla Narodowego Centrum Nauki � Marzec, 2018
Ocena zgªoszenia grantu Preludium.

� Recenzent zgªosze« konferencyjnych � 2017 - do dzi±
Recenzje dla:

� Quantum Information Processing (4 recenzje)

� Theory of Quantum Computation, Communication and Cryptography (4 recenzje)

� IEEE Information Theory Workshop (1 recenzja)

� Recenzent artykuªów naukowych � 2014 - do dzi±
Recenzje dla:

� Physical Review A (17 recenzji)

� Physical Review E (1 recenzja)

� Physical Review Letters (5 recenzji)

� PRX Quantum (2 recenzje)

� Nature Physics (1 recenzja)

� Journal of Physics A (1 recenzja)

� New Journal of Physics (1 recenzja)

� Entropy (1 recenzja)

� Quantum (8 recenzji)

� IEEE Transactions on Information Theory (1 recenzja)

Wszystkie recenzje mog¡ by¢ zwery�kowane na https://publons.com/researcher/1425073/kamil-korzekwa

� Wspóªorganizator QUICC Summer School � August, 2013

6.3 Osi¡gni¦cia popularyzuj¡ce nauk¦

� Artykuª naukowy wyró»niony w Physics Viewpoint � Lipiec, 2022
Wyniki z [H15] opisane dla szerszej publiczno±ci w magazynie kierowanym przez American Physical
Society i skupiaj¡cym si¦ na wa»nych wynikach opublikowanych w czasopismach z rodziny Physical
Review

� Opisany w australijskiej gazecie ogólnokrajowej The Sydney Morning Herald � Grudzie«,
2017
Artykuª promuj¡cy badania grupy naukowej Quantum Science Research Group na University of Sydney

� Artykuª naukowy wyró»niony w Physics Viewpoint � Listopad, 2015
Wyniki z [KK10] opisane dla szerszej publiczno±ci w magazynie kierowanym przez American Physical
Society i skupiaj¡cym si¦ na wa»nych wynikach opublikowanych w czasopismach z rodziny Physical
Review

� Zaj¦cia popularyzatorskie podczas The Imperial Festival � Maj, 2014

� Zaj¦cia popularyzatorskie podczas The Amazing Quantum World show � Maj, 2013
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7 Pozostaªe osi¡gni¦cia naukowe

7.1 Nagrody i stypendia

� Stypendium Ministra Edukacji i Nauki dla wybitnych mªodych naukowców � Wrzesie«, 2020

� Najlepszy absolwent Wydziaªu Podstawowych Problemów Techniki Politechniki Wrocªawskiej � Lipiec,
2012

� Stypendium magisterskie i doktoranckie Engineering and Physical Sciences Research Council � Kwie-
cie«, 2012

� Stypendium doktoranckie Scottish Universities Physics Alliance Prize � Kwiecie«, 2012 (nieprzyj¦te)

� Stypendium doktoranckie Diamentowy grant � Marzec, 2012 (nieprzyj¦te)

� Stypendium Ministra Nauki i Szkolnictwa Wy»szego za znacz¡ce osi¡gni¦cia dla studentów � Pa¹dzier-
nik, 2011 - Czerwiec, 2012

� Stypendium magisterskie Fundacji na Rzecz Nauki Polskiej w projekcie TEAM � Pa¹dziernik, 2010 -
Czerwiec 2012

7.2 Wyró»nione artykuªy

� Prezentacja wyników artykuªów [H14, H15] nagrodzona jako najlepszy wykªad konferencji Quantum
Thermodynamics 2022.

� Artykuª [H15] wybrany przez redaktorów Physical Review Letters jako Editors' Suggestion oraz wy-
brany do Physics Viewpoint

� Artykuª [H14] wybrany przez redaktorów Physical Review A jako Editors' Suggestion

� Artykuª [H10] wybrany przez redaktorów Physical Review A jako Editors' Suggestion

� Artykuª [KK11] wybrany przez redaktorów New Journal of Physics jako Highlights of 2016

� Artykuª [KK10] wybrany na dziesi¦ciolecie Physical Review X jako jeden z przeªomowych artykuªów,
a tak»e wybrany do Physics Viewpoint

� Artykuª [KK5] wybrany przez redaktorów Physical Review B jako Editors' Suggestion
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Artykuªy naukowe kandydata wchodz¡ce do rozprawy habilitacyjnej

[H1] K. Korzekwa, �Structure of the thermodynamic arrow of time in classical and quantum theories,� Phys.
Rev. A 95, 052318 (2017).

[H2] M. Lostaglio, K. Korzekwa, and A. Milne, �Markovian evolution of quantum coherence under symmetric
dynamics,� Phys. Rev. A 96, 032109 (2017).

[H3] K. Korzekwa, S. Czachórski, Z. Puchaªa, and K. �yczkowski, �Coherifying quantum channels,� New J.
Phys. 20, 043028 (2018).

[H4] C. T. Chubb, M. Tomamichel, and K. Korzekwa, �Beyond the thermodynamic limit: �nite-size correc-
tions to state interconversion rates,� Quantum 2, 108 (2018).

[H5] C. T. Chubb, M. Tomamichel, and K. Korzekwa, �Moderate deviation analysis of majorization-based
resource interconversion,� Phys. Rev. A 99, 032332 (2019).

[H6] K. Korzekwa, C. T. Chubb, and M. Tomamichel, �Avoiding irreversibility: Engineering resonant co-
nversions of quantum resources,� Phys. Rev. Lett. 122, 110403 (2019).

[H7] K. Korzekwa, S. Czachórski, Z. Puchaªa, and K. �yczkowski, �Distinguishing classically indistinguisha-
ble states and channels,� J. Phys. A: Math. Theor. 52, 475303 (2019).

[H8] C. Cirstoiu, K. Korzekwa, and D. Jennings, �Robustness of Noether's principle: Maximal disconnects
between conservation laws and symmetries in quantum theory,� Phys. Rev. X 10, 041035 (2020).

[H9] K. Korzekwa and M. Lostaglio, �Quantum advantage in simulating stochastic processes,� Phys. Rev. X
11, 021019 (2021).

[H10] Z. Puchaªa, K. Korzekwa, R. Salazar, P. Horodecki, and K. �yczkowski, �Dephasing superchannels,�
Phys. Rev. A 104, 052611 (2021).

[H11] G. Rajchel-Mieldzio¢, K. Korzekwa, Z. Puchaªa, and K. �yczkowski, �Algebraic and geometric struc-
tures inside the Birkho� polytope,� J. Math. Phys. 63, 012202 (2022).

[H12] T. Biswas, A. Junior, M. Horodecki, and K. Korzekwa, �Fluctuation-dissipation relations for thermo-
dynamic distillation processes,� Phys. Rev. E 105, 054127 (2022).

[H13] K. Korzekwa, Z. Puchaªa, M. Tomamichel, and K. �yczkowski, �Encoding classical information into
quantum resources,� IEEE Trans. Inf. Theory 68, 4518 (2022).

[H14] M. Lostaglio and K. Korzekwa, �Continuous thermomajorization and a complete set of laws for Mar-
kovian thermal processes,� Phys. Rev. A 106, 012426 (2022).

[H15] K. Korzekwa and M. Lostaglio, �Optimizing thermalizations,� Phys. Rev. Lett. 129, 040602 (2022)

Artykuªy kandydata spoza cyklu habilitacyjnego

[KK1] K. Korzekwa and P. Machnikowski, �Tunneling transfer protocol in a quantum dot chain immune to
inhomogeneity,� Acta Phys. Pol. A 120, 859�861 (2011).

[KK2] M. Kugler, K. Korzekwa, P. Machnikowski, C. Gradl, S. Furthmeier, M. Griesbeck, M. Hirmer,
D. Schuh, W. Wegscheider, T. Kuhn, et al., �Decoherence-assisted initialization of a resident hole
spin polarization in a p-doped semiconductor quantum well,� Phys. Rev. B 84, 085327 (2011).

[KK3] T. Korn, M. Griesbeck, M. Kugler, S. Furthmeier, C. Gradl, M. Hirmer, D. Schuh, W. Wegscheider,
K. Korzekwa, P. Machnikowski, et al., �Spin dynamics in two-dimensional electron and hole systems
revealed by resonant spin ampli�cation,� in Spintronics V , Vol. 8461 (International Society for Optics
and Photonics, 2012) p. 84610O.
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[KK4] K. Korzekwa, Magnetooptical Kerr e�ect and resonant spin ampli�cation, Master's thesis, Wrocªaw
University of Technology (2012).

[KK5] K. Korzekwa, C. Gradl, M. Kugler, S. Furthmeier, M. Griesbeck, M. Hirmer, D. Schuh, W. Wegsche-
ider, T. Kuhn, C. Schueller, et al., �Spin dynamics in p-doped semiconductor nanostructures subject
to a magnetic �eld tilted from the Voigt geometry,� Phys. Rev. B 88, 155303 (2013).

[KK6] K. Korzekwa, Resource theory of asymmetry, Master's thesis, Imperial College London (2013).

[KK7] K. Korzekwa, P. Machnikowski, and P. Horodecki, �Quantum-state transfer in spin chains via isolated
resonance of terminal spins,� Physical Review A 89, 062301 (2014).

[KK8] K. Korzekwa, M. Lostaglio, D. Jennings, and T. Rudolph, �Quantum and classical entropic uncer-
tainty relations,� Phys. Rev. A 89, 042122 (2014).

[KK9] K. Korzekwa, D. Jennings, and T. Rudolph, �Operational constraints on state-dependent formula-
tions of quantum error-disturbance trade-o� relations,� Phys. Rev. A 89, 052108 (2014).

[KK10] M. Lostaglio, K. Korzekwa, D. Jennings, and T. Rudolph, �Quantum coherence, time-translation
symmetry, and thermodynamics,� Phys. Rev. X 5, 021001 (2015).

[KK11] K. Korzekwa, M. Lostaglio, J. Oppenheim, and D. Jennings, �The extraction of work from quantum
coherence,� New J. Phys. 18, 023045 (2016).

[KK12] K. Korzekwa and M. Lostaglio, �Classical noise and the structure of minimum uncertainty states,�
Phys. Rev. A 93, 062347 (2016).

[KK13] K. Korzekwa, Coherence, thermodynamics and uncertainty relations, Ph.D. thesis, Imperial College
London (2016).

[KK14] M. Quadeer, K. Korzekwa, and M. Tomamichel, �Work �uctuations due to partial thermalizations
in two-level systems,� Phys. Rev. E 103, 042141 (2021).

[KK15] H. Pashayan, O. Reardon-Smith, K. Korzekwa, and S. D. Bartlett, �Fast estimation of outcome
probabilities for quantum circuits,� PRX Quantum xxx, xxx (2022)
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